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AVERTISSEMENT. 

Ç2 E T Ouvrage eft divifé en deux Parties , la Sca~ 
tique & la Dynamique. La première a pour objet 
l’Equilibre , la fécondé traite du Mouvement. 

Mai s comme elle lùppofent toutes deux les Prin- 
cipes généraux de la Méchanique , Sc certaines 
.Théories préliminaires qui leur font communes, j’ai 
raflemblé dans une courte Introdu(51ion ces Princi- 
pes & CCS Théories. 

Outre les Définitions ordinaires , cette In- 
troduélion contient la Théorie du mouvement 
uniforme , celle du Mouvement compofé , celle 
des Réfoltantes , & le Principe général de l’E- 
quilibre. 

La Statique eft partagée en deux Seélions ; 
l’une eft pour les Centres de Gravité , l’autre pour 
les Machines. 

On trouvera dans la première les propriétés Sc 
les loix de la Pefànteur , deux Méthodes de dé- 
terminer le Centre de Gravité dans tous les cas , 
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vJ AFERTISSEMEINT, 

6c des Applications en afièz grand nombre , pour 
rendre cette théorie familière. 

Mais pour la rendre complette , il falloit avoir 
égard à deux Eléments que l’on néglige prefque 
toujours , & en apprécier l’influence. C’efl: par- 
là que finit la première Seélion de la Statique. 

La fécondé expofe d’abord les conditions pro- 
pres à chaque Machine fimple , pour que l’Equili- 
bre ait lieu. Elle defcend enfiiite dans le détail de 
plufieurs Machines compofées , dont elle enfeign'e 
à calculer les efïèts , & à connoître les propor- 
tions les plus ayantageufès. 

Quelques Réflexions générales fur les Machines 
& fur le Frottement terminent la Statique. 

Il y a trois Seélions dans la Dynamique. La pre- 
mière traite du mouvement d’un corps confidéré 
comme un point libre , qui obéit avec une égale 
facilité aux diverfès impulfions des Forces accélé- 
ratrices. 

On fùppofè de même dans la fécondé Seélion 
que le Mobile n’eft qu’un point , mais qu’il eft afiujetti 
à fe mouvoir fur une ligne donnée , quelles que 
foient les Puiflànces qui le follicitent au mouvement. 
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AVERTISSEMENT, vij 

La troifieme a pour but de faire connoître le 
mouvement de plufieurs corps qui agiflent les uns 
/ùr les autres , en les confidérant comme autant de 
points différents , ce qui facilite la même recherche 
pour le cas où on les liippoferoit d’un volume fini. 

Les principaux objets de la Dynamique font 
difcutés avec plus ou moins d’étendue dans ces 
trois Seélions. Elles renferment les Formules du 
mouvement varié , les Forces Centrales , les Tra- 
jeéloires des Projeéliles , de nouvelles Applica- 
tions au jet des Bombes & au mouvement des Pla- 
nètes , la gravitation réciproque des Corps céleftes ,• 
le Problème des trois Corps , la réfiftance des Mi- 
lieux y la Théorie des Pendules , la Courbe de la 
plus vite defcente , les Loix du Choc des Corps, le 
Principe de la Confervation des Forces Vives , le 
Moment d’inertie , l’ulàge des trois Axes Princi- 
paux , &: la maniéré de déterminer le Centre d’Of- 
cillation. 

Les Réglés du Calcul Différentiel & du Calcul 
Intégral trouvent fouvent leur application dans ce 
Traité , foit parce qu’elles rendent les démonflra- 
tions plus courtes , foit parce qu’il en réfulte plus 
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d’uniformité dans la marche de l’Ouvrage , foît 
enfin parce qu’il n’eft guere pofiible de rélbudre 
autrement beaucoup de Problèmes de Méchanique«‘ 
Ceux dont la Iblution entraîne plus de difficul- 
té, & ceux qui paroifîènt moins utiles fe recon- 
noîtront ailément aux parenthelès qui les renfer- 
ment , & aux étoiles marginales qui les indiquent. 
On peut les paflêr prefque tous , fans nuire à la 
ftailbn des matières dont ils font partie. 

J’ai cité dans le cours de cet Ouvrage la plupart 

des Géomètres illuftres dont les travaux ont reculé 

. : 

les bornes de la Méchanique , afin d’indiquer les 
fources mêmes où l’on pourra puilèr des connoifiàn- 
ces plus approfondies. 



TRAITÉ 
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INTRODUCTION, 

1.1L)A Méchanique, en général, a pour objet le mouve- 
ment des corps, & l’équilibre des forces oppofées. 

Mais lorfqu’elle difcuce 'en particulier , les principes , les 
loix & les effets du mouvement , elle prend le nom de Dyna- 
mique. Si ces difcufllons font relatives au mouvement des 
Fluides , elles forment alors une fécondé branche , appellée 
'Hydro- Dynamique. 

Quant à l’équilibre des forces oppofées , la Méchanique 
fe divife encore en Statique ôc en Hydro-Statique , fuivant 
qu’elle s’occupe des recherches nécelfaires pour déterminer 
les conditions de l’équilibre , entre les corps Solides , ou 
entre les Fluides. 

Comme la Statique & la.Dynamique fervent de fondement 
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2 TRAITÉ 

aux deux autres branches de la Méchanique , c’eft par elles 
que l’on doit commencer l’étude de cette Science. Elles font 
la matière de ce Traité. • 

I. 

2 . On dit qu’un corps eft en mouvement, toutes les fois 
qu’il change de place. Or pourconfommer ce changement,' 
il faut que le Mobile quitte le lieu ou il eft , 6c qu’après 
avoir parcouru les lieux intermédiaires , il aboutilTe enhn 
au lieu qu'il doit occuper. 

Ce padage fucceflif d’un lieu dans un autre , s’opère tan- 
tôt plus vite, tantôt plus lentement. Telle on voit, dans 
une Montre , l’aiguille des Minutes faire le tour du Cadran , 
en douze fois moins de temps que l’aiguille des Heures. Tel 
encore l’éclair qui annonce la Foudre , traverfe l’Atmof- 
phere avec bien plus de rapidité, que le bruit du Tonnerre; 

3 . L’idée du mouvement renferme donc trois principaux 
objets , qui font en quelque forte les Eléments de la Mé- 
chanique. 1°, L’efpace parcouru par le mobile ; 2®, le temps 
employé à le parcourir; 3®, le rapport de cet efpace au temps qu’il 
qu’il a fallu pour le parcourir. 

C’eO ce rapport que tout le monde connoît fous le nom de 
yîteffe. Il eft à propos de s’en former ici une jufte idée. 

II. 

4 - Quelle que foit la nature de l’efpace , fur laquelle on a 
tant de fois raifonné à perte de vue, on peut fe le repréfenter 
comme une étendue immenfe ôc pénétrable , dans laquelle 
tous les corps font plongés. 
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DE MÉCHANIQUE. î 

Ils en occupent tous une portion plus ou moins grande , 
fuivant qu’ils font plus ou moins gros. Leur grolTeur ou leur 
volume eft donc la mefure de cette portion d’efpace qu’ils 
rempliffent, 6c qu’on appelle le Lieu de ces corps. 

Cela pofé , concevons dans cette immcnfité , deux points 
éloignés l’un de l’autre d’une quantité finie , d’une toife , par 
exemple. Si un corps mis en mouvement par une caufe quel- 
conque , parcourt cette difiance , ce ne peut être que dans un 
certain temps. 

Or quelle que foit encore la nature du temps , il eft prouvé 
par expérience , que le même mobile animé d’un plus fort 
mouvement , parcourt plus vite cette même diftance ; enforte 
que pour un mouvement double , par exemple , il lui faut 
deux fois moins de temps. 

5 . Mais comme dans cet efpace indéfini que nous nous 
figurons confufément , on peut prendre des diftances déter- 
minées que l’on appellera des Pouces , des Pieds , des Toifes , 
ôcc; ôc que ces diftances feront des mefures fixes, c’eft-à- 
dire, des«M/V« de longueur ^ auxquelles on rapportera toutes 
les dimenfions de cette efpece : ainfi dans le profond abîme 
du temps , on peut détacher , pour ainfi dire , des mefures 
fixes 6c connues qui lerviront à leur tour , comme autant 
ilunités de temps, pour comparer toutes les durées paffageres. 
On les appellera des Heures , des Minutes , des Secondes , ôcc. 

. Enforte donc, que fi nous appelions une minute le temps 
que ce mobile met à parcourir une toife , en vertu du pre- 
mier mouvement ; nous dirons qu’en vertu du fécond , il l’a 

A ij 


4 TRAITÉ 

parcourue dans une demi-minute , & que par l’impreflion 
d’un mouvement foixante fois plus rapide que le premier , il 
parcourroit cet intervalle dans une fécondé. 

6- Il ell aifé de voir maintenant , que H une partie , une 
mefure , une unité d'efpace exige , pour être parcourue , 
une f ou deux, ou trois unités de temps , le nombre n de ces 
portions d’efpace ne fera parcouru que. dans un nombre 
ou 2 » , ou 5 » d’unités de temps , en fuppofant que le mobile 
conferve le même mouvement, dans toute la longueur de 
l’efpace qu’il parcourt. 

Il y a donc toujours un certain rapport entre le nombre 
des unités d’efpace & celui des unités de temps ; rapport 
bien facile à déterminer par la (impie divifion de ces deux 
nombres. Le Quotient exprime dans tous les cas la vîtelTe 
du mobile. 

7 . Et delà , ce principe (i connu en Méchanique j 
( quoique affez màl énoncé ) , que la vUeJft ejl égale à Fefpace, 
divife par le temps. - 

III. 

Mais reprenons les chofes de plus haut , ôc après nous 
être placés au point de vue fous lequel les premiers Mécha- 
niciens durent envifager le fujet que nous traitons , elTayons 
de marcher fur leurs traces , & d’analyfer leurs premiers 
efforts. 

8. La matière & le mouvement s’offrirent par-tout à 
leurs regards, comme ils s’offrent encore, à chaque inftantj 
aux nôtres. Sans doute que familiarifés , ainû que nous , dès 
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l’enfance , avec toutes les merveilles qui réfultent du mou- 
vement, ils furent bien plus empreffés d’en jouir, que d’en 
rechercher les caufes. Quelle dût être cependant la furprife 
de ceux qui les premiers s’occupèrent de ces recherches } 
Eft-il rien en effet de plus étonnant , dans la Nature , que la 
fimple communication du mouvement , pour quiconque en 
médite les merveilles ! 

Mon bras eft en repos ; mon ame ordonne qu’il fe meuve i 
& il fe meut auffi-tôt ! Sous ma main fe préfente un corps 
quelconque , qui femble par fon repos devoir languir dans 
une inaélion éternelle ; 6c tout-à-coup ce même corps pouffé, 
tiré pu jetté fe met en mouvement ! Trouve-t-il fur fa 
route d’autres corps en repos ? il partage fes forces avec 
eux fuivant les loix les plus confiantes , quoique ces loix 
femblent fe diverlifier à l’infini. 

Tantôt il s’arrête brufquement, fes forces paroiffent tout- 
à-coup anéanties ; tantôt il revient fur fes pas, ou s’il conti- 
nue fa première route , c’eft avec une vîteffe fenfjblement 
affoiblie , qui ne peut pas tarder de finir. Elle finit aufli , 6c 
voilà que le corps rentre dans l’état de repos , d’où je l’avois 
tiré. Quel eft donc le reffort fecret qui a pu le mettre en 
mouvement f Quelle eft l’intelligence qui préfide à une 
diftribution fi exade de fes forces ? Qu’eft donc devenu fon 
mouvement ? Qu’eft devenu celui des corps qu’il avoit pouf- 
fés, ou entraînés , ou du moins ébranlés fur fon paffage ? 
voila déjà bien des queftions , 6c on pourroit en ajouter bien 
d’autres. Faut-il donc s’étonner fi les plus célébrés Phir 
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lofophes de l’Antiquité , d’accord en ce point avec les plus 
fages Philofophes Modernes , ont regardé l’exiftence & la 
communication du mouvement , comme une preuve fans 
réplique de l’exiftence de Dieu ? 

IV. 

Ç. A ces premières obfervations fe joignirent bientôt 
celles de la Pefanteur & du Frottement : on a toujours vu les 
corps aftujettis à cette loi impérieufe qui les ramene conf- 
tamment vers la Terre. Quel en eft le principe ? on n’en 
fait rien : mais les eftfets n’en font pas moins palpables , ni 
moins univerfels dans tous les corps qui nous entourent. 

Le plus ordinaire de ces effets, eft de détruire peu-à- 
peu les mouvements qui font oppofés à la diretüon de 
la pefanteur. Vous jettez une pierre en l’air , 6c cette 
pierre retombe. Il n’y a rien là qui ne foit très-commun^ 

On crieroit même au prodige , fi elle ne retomboit pas 

Eh , pourquoi cependant faut-il qu’elle retombe ? Pourquoi 
ne continue-t-elle pas de s’éloigner de la Terre, enfuivant 
fa dire^Hon primitive , avec toute la vîteffe que vous lui 
avez imprimée ?.... Pourquoi, direz -vous ?c’eft qu’une 
PuiJJance fupérieure la repouffe. . . Mais qu’eft-ce donc que 
cette puiffance ? . . . perfonne ne peut la définir, quoique 
tout le monde en éprouve les effets. On eft convenu de 
l’appeller Pefanteur, Gravité, Gravitation, ôcc, tous mots 
fynonimes pour exprimer cette tendance générale qu’ont tous 
les corps vers le centre de la Terre. 

1 0. Cette propriété n’eft pourtant pas effencielle à la 
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matière. On peut l’en dépouiller par la penfée , fans alté- 
rer en rien fa nature ; & dans cet état , elle n’offre plus 
qu’un affemblage de parties plus ou moins rapprochées, félon 
qu’il y a plus ou moins d’interftices dans les corps qui réful- 
tent de cet affemblage. On eft encore convenu de défignet 
la quantité de ces parties par le mot MaJJe. Ainfi lorfqu’un 
corps a deux fois plus de parties matérielles qu’un autre , on 
dit qu’ij a deux fois plus de maffe. 

V. 

II. A ne confulter que ce que nous voyons, que ce que 
nous connoiffons des propriétés de la matière , il eft confiant 
qu’elle eft abfolument indifférente pour toute forte de direc- 
tions dans fon mouvement. La Bombe qui s’élance du Mor- 
tier, le Boulet qui fort du Canon , tous les corps projettés 
fuivant des direclions quelconques , ne s’écarteroient jamais 
de la ligne de leur mouvement primitif, fi des caufes étran- 
gères ne leur oppofoient pas des obftacles invincibles. Ils 
conferveroient éternellement leur première vîteffe , fi la 
gravité , l’air, l’eau, ou tout autre à divifer, fi les 
frottements multipliés qu’il faut vaincre , ne la détruifoient 
pas à l’envi. 

Comme tous ces obftacles font fujets à des variations in- 
finies , il eût été impoffible de rien fixer dans là fcience du 
mouvement , fi on n’eût pas commencé pat faire abftraélion 
de ces obftacles. On la fit donc , cette abftraâion ; & après 
avoir cherché quelles feroient les loix du mouvement , s’il 
n’y avoit rien dans la Nature, qui pût en troubler l’harmonie. 
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on tranfporta ces mêmes loix dans l’dtat naturel des chofes ^ 
aBn de pouvoir apprécier les effets produits par tous ces di- 
vers obftacles. Ainfi 'furent pofés les fondements de la 
Méchanique. 

VI. 

I a . En fuivant le même procédé , nous fuppoferons donc 
i“, que les corps n’ont point de pefanteur ; 2°, que dans leur 
mouvement ils n’éprouvent aucune réfiBance , ni de la parc 
du milieu qu’ils traverfent , ni de la part du frottement des 
plans fur lefquels ils fe meuvent. 

Ces fuppofitions faites , nous déterminerons les loix de 
leur mouvement ; & après en avoir calculé les effets , nous 
les comparerons avec les réfultats que donne l’expérience. 
Tel eft en général le plan que nous fuivrons dans le cours de 
cet Ouvrage. Mais avant de commencer, il eft à propos d’a- 
jouter ici quelques autres notions préliminaires. 

VIL 

I 3 • On appelle Mouvement uniforme ^ celui d’un corps qui 
en temps égaux parcourt des efpaces égaux. S’il y a dans la 
Nature des exemples de ce mouvement , ils font bien ra- 
res , à caufe de tous les obftacles qui s’oppofent à fon uni- 
formité. La meilleure Pendule n’offre que de grandes ap- 
proximations de cette égalité rigoureufe & abfolue, foit 
dans la marche régulière des roues & des aiguilles, foit dans 
les ofcillations de la lentille. 

On n’en conçoit pas moins la poftibilité du mouvement 
uniforme ; & la définition que l’on en donne , ne fuppofe que 
cette poffibilité, 1 4* 
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1 4" Mouvement accéléré, celui qui dans des 

temps égaux fait parcourir au mobile des efpaces qui vont 
toujours en augmentant. Rien n’eft plus commun que ces 
fortes de mouvements dans l’état préfent des chofes. Voyez 
avec quelle rapidité tombe vers la fin de fa chûte , un corps 
qui defcend d’une hauteur confidérable. 

I 5 • Si les efpaces parcourus en temps égaux diminuent 
de plus en plus, alors le mouvement s’appelle retardé. Parmi 
des milliers d’exemples que nous en avons fous les yeux , il 
fuffit de rappellet celui d’un corps jetté en l’air , ou celui 
d’une boule qui roule. On voit leur mouvement s’affoiblir 
d’abord d’une maniéré fenfible , & bientôt après on voit ce 
corps defcendre , ôc cette boule s’arrêter. 

I 6. Tout ce qui donne , tout ce qui imprime le mouve- 
ment à un corps , fe nomme en général Puijfance , Force , 
Caufe motrice, y/gent : mais fi cette force agit fans interrup- 
tion fur le mobile , elle fe nomme en particulier Force accé- 
lératrice. La gravité eft dans ce cas , par rapport à tous les 
corps en mouvement , confidérés dans l’état naturel. 

VIII. 

17 * Comme le mouvement eft un paflage continuel d’un 
lieu dans un autre , le repos eft une perfévérance continuelle 
dans le même lieu. On en diftingue de deux fortes , le Repos 
abfolu , 6c le Repos relatif. 

Le premier eft celui d’un corps qui non-feulement n’a pas 
le plus petit mouvement propre qui le fafle changer de lieu , 
mais qui ne participe pas même au moindre mouvement 
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commun des corps dont il eft environné. Exifte-t-il dans le 
monde un femblable repos ? c’eft ce que l’pn ignore , & la 
quedion eft très-peu importante. Depuis l’homme qui rc- 
pofe du fommeil le plus tranquille , jufqu’à ces malTes énor- 
mes de rochers & de' montagnes dont le repos paroît li 
afTuré, tout tourne, tout avance avec l’étonnante vîteffe qui 
emporte la terre à travers de l’efpace. » 

Quant au repos relatif, on ne peut en nier l’exiftence ; 
c’eft celui d’un corps qui refte dans le même lieu , en ce 
fens qu’il ne change point de diftance par rapport aux objets 
dont il eft entouré immédiatement. C’eft ainfi , par exem- 
ple , qu’un homme aftis dans le fond de fa voiture , eft ea 
repos, quelque vite qu’aille la voiture. 

Ces notions pofées , voici les fondements de la Mécha- 
nique. 

Principes généraux de la Méchanique. 

Principe I. 

I 8* Tout corps qui eft en repos, y demeureroit éternellement f 
s'il n’en étoit tiré par quelque caufe étrangère. 

Ce principe eft inconteftable : car de deux chofes l’une ; 
ou il faut une caufe étrangère pour imprimer du mouve- 
ment à ce corps , ou il peut s’arracher de lui-même au re- 
pos , en fe donnant du mouvement. Mais dans quel fensj 
dans quelle direéUon pourroit-il fe mouvoir , puifqu’il n’y a 
pas de raifon pour qu’il fe meuve d’un côté plutôt que d’un 
autre f 
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C’eft fur ce principe que Defcartcs ôc Nevton fondè- 
rent leurs théories des forces Mëchaniques. On fait que le 
premier i après avoir fuppofé l’efpace rempli de matière , 
ne demandoit plus que du mouvement , pour expliquer le 
Méchanifme de l’Univers. Il avoit bien compris que cette 
matière , abandonnée à elle-même , relleroit à jamais dans 
l’inertie & dans le repos. Il eut donc recours à l’Etre fu- 
p&ême , pour donner feulement le premier branle à cet amas 
informe ; & fe chargeant , pour ainfi dire , des fuites ôc des 
détails , il éleva ce vade édifice, dont les ruines étonnent 
encore par la magnificence ôc la liardiefTe qu’elles décelent. 
dans fon plan. 

Averti cependant par la fragilité de cet édifice , de la 
nécelTité de prendre une autre route. Newton fit tous fes® 
efforts pour trouver la véritable. Il remonta , comme Def- 
cartes , à l’origine des chofes ; ôc là , ne voyant , comme 
lui , dans la matière, qu’un être purement paflif, fans mou- 
vement , fans aâion ôc fans force , il jugea que par fa 
nature elle eût été condamnée à un éternel repos , fi le 
Créateur ne l’en eût tirée. Il fuppofa donc que tous les 
corps du fyfiême folaire avoient été projettés dans l’efpace, 
chacun fuivant une ligne droite différente , mais tous avec 
une gravitation univerfelle vers un centre déterminé ; ôc de 
cette fuppofition , il s’éleva par des calculs nouveaux à ces 
découvertes immortelles qui femblent avoir revêtu fon hy- 
pothefe , de toutes les couleurs de la vérité. 

B ij 
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Principe II. 

ip. Tour corps mïs une fois en mouvement ^ continueroit à 
perpétuité de fe mouvoir uniformément & en ligne droite ^ fi fon 
mouvement n était point troublé par t aélion de quelque puiffance 
étrangère. 

Ce principe n’eft pas moins inconteftable que le précédent : 
car puifqu’un corps en repos ne peut fe donner du mouve- 
ment, il n’eft pas en fon pouvoir de détruire ni même d’alté- 
rer celui qu’il a reçu. Il doit donc, i®, le conferver toujours. 

2° , Il faut que ce mouvement foit uniforme : car fi en 
temps égaux, le mobile ne parcouroit pas des efpaces égaux, 
il altéreroit fon propre mouvement ; ce qui eft de toute 
impoflibilité. 

3®, Puifqu’à l’origine de fon mouvement, fa direêlibn eft 
déterminée par la caufe motrice , il n’y a plus de raifon pour 
qu’il s’en écarte d’un côté plutôt que d’un autre. Il perfévé- 
rera donc toujours dans un même degré de vîtefle, ficdans 
la même direûion. 

Et tel feroit , encore une fois , le mouvement de tous les 
corps , fl la pefanteur, file frottement , fi la réfiftance de l’air, 
jointe à celle de tant d’autres parties de matière ou agitées ou 
en repos , qui fe rencontrent fur leur paflage , n’anéantif- 
foient pas , à la fin , les plus grandes comme les plus petites 
vîtefles, & ne changeoient pas prefque toutes les direêUons. 
Principe III. 

2 0. Cette efpece de réfiftance que tous les corps oppofent à 
leur changement d’état , foit pour le repos , foit pour le mouve- 
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ment ( on l’appelle avec Newton la force d’inertie ) <•/? tou~ 
jours proportionnelle à leur majje. 

En effet , cette réfiflance eft le réfultat de toutes celles 
qu’oppofent leurs diverfes parties, puifque chacune réfifte au 
changement de fon dtat. Donc plus il y a de parties dans un 
corps,, plus fa force d’inertie eft grande. 

a I . Il faut cependant ne pas confondre cette force avec 
celle de la pefanteur ; i°, parce quelle auroit lieu, môme 
dans la fuppofition que Içs corps ne fuffent point pefants ; 
a°, parce qu’elle réfifte dans tous les fens , & que la gravité 
ne s’oppofe qu’aux mouvements qui lui font oppofés ; 3% 
parce que l’aéüon inftantanée de la gravité n’eft fufceptible 
d’aucune comparaifon avec les puiffances finies ; au lieu que 
la force d’inertie, ou la réfiftance qu’oppofent les corps à 
leur changement d’état , eft toujours proportionnelle à la 
force motrice. 

Principe IV. 

22. La ejuantité de mouvement dans un mobile quelconque 
qui fe meut uniformément , eft égale au produit de fa majfe par 
fa vîtejfe. 

La maffe d’un corps n’eft autre chofe que la fomme des 
parties matérielles qui le compofent ; & fon mouvement 
total réfulte de tous les mouvements particuliers de ces par- 
ties. Or elles ont toutes la même vîteffe, ( celle du mobile ) , 
& on conçoit que chacune a une unité de mouvement; 
donc en multipliant leur fomme par la vîteffe qui leur eft 
commune , on doit trouver le mouvement total. 
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2 S' Si le mobile n’éprouvoit qu’un mouvement de ro- 
tation , tout le monde fait qu’alors fes parties auroient des 
vîtefles différentes : mais il ne s’agit ici que du mouvement 
reâiligne qu’une puilTance quelconque peut lui imprimer. 

2 4» Donc appellant AI la mafle du mobile. A' fa vîteffe , 
on aura généralement M A^pour l’exprefllon de fon mouve- 
ment. 

Cette maniéré d’évaluer les forces d’un mobile , a effuyé 
beaucoup de contradiâions , depuis que Leibnitz a introduit 
dans la Méchanique , cette diflinâion célébré des lorces 
vives & des Forces mortes , fur lefquelles on s’eft débattu fi 
long temps. Suivi de plufieurs illuftres Géomètres , Leibnitz 
prétendoit que, pour eflimer les forces d’un corps en mouve- 
ment , il falloit multiplier famaffe par le quarré de favîtefle. 
Il nommoit ce produit la force vive du mobile. Par les 
forces mortes il entendbit le fimple effort , la feule preflion 
d’un corps ou d’une puiffance contre un obfiacle infurmon- 
table , & il avouoit que celles-ci dévoient fe mefurer , en 
multipliant la maffe par la vîteffe , qui dans ce cas n’étoic 
que virtuelle. 

Peu contents de cette nouveauté , & naturellement en 
garde contre les fubtilités Métaphyfiques de ce grand 
homme, les autres Géomètres perfifterent dans leur ancienne 
opinion. Plufieurs même la défendirent avec fuccès, & la 
difpute devint fort vive. Mais après avoir bien difputé , 
chacun refta dans fon fentiment , comme cela fe pratique 
d’ordinaire , & les chofes n’en allèrent pas plus mal , ni 
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pour les uns , ni pour les autres ; preuve certaine que les 
fondements de la Méchaniquc n’dtoient pas intdrelTés à leur 
querelle. 

Cette feule confidération doit empêcher de prendre part 
à cette efpece de fchifme. Le fujet n’en vaut plus guere la 
peine, depuis que par des effais réitérés des deux méthodes, 
on s’eft alTuré qu’elles donnoient abfolument les mêmes 
réfultats , pour la folution des mêmes problèmes. 

Nous dirons donc, que la quantité de mouvement eft égale 
au produit de la malTe par la vîtelTe; & puifque l’effet d’une 
puiflânce quelconque confifte à imprimer à un corps une 
certaine quantité de mouvement , nous ajouterons que la 
mefure la plus naturelle & la plus uniforme de l’aftion de 
cette puilfance fur une malTe quelconque , eft le produit de 
cette maife par la vîtelTe imprimée. 

2 5 . Il nous arrivera fou vent d’appeller puilfance ou force, 
ce qui n’en eft réellIÉlnt que l’effet ; parce qu’en Mécha- 
nique , les puiffances n’intéreffent que par les effets qu’elles 
produifent. Souvent même on ignore leur nature , quoique 
leurs effets foient très-connus. Ainfi les loix & les effets 
de la pefanteur , quoique bien conftatés depuis plus d’un 
fiecle , n’ont répandu prefque aucune lumière fur la caufe 
phyfique de ce phénomène. 

Il fuffira donc. d’avoir une fois fixé le fens des mots , 
lorccy ruiffanccy fi fouvent répétés dans les ouvrages de 
Méchanique, pour n’être jamais .embarralfé fur leur ligni- 
fication & leur ufage. 
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26. Obfervons, en finiffant cet article, qu’une même 
force appliquée à différents corps, doit leur imprimer des 
vîtelfes différentes pour que fon effet foit le même. Car 
foit A'ia vîteffe qu’elle peut communiquer aune maffe don- 
née Af, & V celle qui doit être communiquée à une autre 
maffe WJ, pour que les deux quantités de mouvement foient 
égales. On aura donc mv = M d’où l’on tirera v = ^ 
pour l’expreffion de la vîteffe du fécond mobile m. 

formules du Mouvement uniforme. 

2 j. Puisque dans le mouvement uniforme , les efpaces 
parcourus en temps égaux font égaux , il efl évident que 
les efpaces doivent toujours être proportionnels aux temps 
employés à les parcourir ; 6c réciproquement , lorfque les 
efpaces font proportionnel^ aux temps, le mouvement efl; 
uniforme. Appellant donc F la vîteffe d’un mobile , ou ce 
qui efl: ici la même chofe , appelll!$^ l’efpace qu’il par- 
court dans une unité de temps , dans une fécondé , pat 
exemple ; 6c nommant E l’efpace proportionnel qu’il par- 
courroit dans un nombre T de fécondés, on aura V\E \ \ 
I :Ti par conféquent E= FT ; Formule générale des 
mouvements uniformes ; de laquelle on déduit F ^ — y Sx. 
T — — : enforte qu’étant données deux de ces quantités 
EyV yT y la troifieme fe détermine immédiatement. 

a 8* De ce que V= -t-» il fuit que toute autre vîteffe 

• t ^ E P • 

uniforme v =■— \ donc v : : y : 7 > ce qui donne Eut=a 
eFT : d’où l’on déduit. 
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1*, Que les vîtefies de deux mobiles animds d’un mouve- 
ment uniforme , font en raifon dire£le des efpaces & en rai- 
foninverfe des temps : car on z y :v'. Et : eT, 

2®, Que leurs vîteffes en temps égaux font proportion- 
nelles aux efpaces ; puifqu’en effaçant T=t dans l’équation 
précédente, on a Ev = e V s on V \v E \ e. 

3®, Que fi les efpaces parcourus par ces deux mobiles 
font égaux, leurs vkefles font réciproquement comme les 
temps. 

4®, Si les efpaces font proportionnels aux temps , les 
vîteffes font égales : car alors on a £ : r : : T : r , donc £ r 
tT-\ donc y =v, 

5®, Mais fi les efpaces font en raifon inverfe des temps J 
les vîtefies alors feront en raifon inverfe des quarrés des 
temps : car puifque d’un côté on a £:?;:/:£, & que de 
l’autre £=£'£,& e=vt, on aura en fubllituant , yT : 
V t : : t :Tf Sx. yT* = x; 1* , d’où l’on tire y :v:: t* :T*, 

6 °, Dans lamêmefuppofition , on aura y : y : : : e*. 

29. L’équation 'E v t =x e yT^ fait voir de même que 
lorfque deux mobiles fe meuvent uniformément , les efpaces 
qu’ils parcourent font en raifon compofée des temps Sx des 
vîtefies : donc fi leurs vîtefies font égales , les efpaces feront 
comme les temps , Sx réciproquement en temps égaux , les 
efpaces feront proportionnels aux vîtefies : donc aufii les 
efpaces feront égaux , toutes les fois que les vîteffes feront 
réciproquement proportionnelles aux temps, ôcc,&c. 

L’équation Evt aeyT s’applique avec la même facilité 
à la comparaifon des temps. C 
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Remarque I; 

30. Il fèmbleroit d’abord que l’espace , le temps & la 
vîtefle étant des quantités réellement hétérogènes , on ne 
devroit jamais les comparer enfemble. Cependant de la ma- 
niéré dont nous les avons envifagées dans l’article précédent, 
rien ne s’oppofe à ces fortes de comparaifons. En effet , nous 
avons confidéré la viteffc V ^ comme exprimant l’efpace 
qu’un mobile parcourt dans le temps i , c’eft-à-dire , dans 
une certaine partie déterminée de temps que l’on a prife 
pour l’unité : donc eft comparable à E. Quant à la quan- 
tité T , elle n’ell dans cette fuppofition , qu’un nombre 
ab lirait, que l’on peut pat conféquent comparer avec toute 
autre quantité. 

Remarque IL 

3 I . Quelque grande que foit l’obfcurité des difcullions 
Métaphyfiques fur la nature du temps, il eft certain que nous 
le concevons tous , comme s’écoulant uniformément. On doit 
donc chercher la mefure de fa durée dans le mouvement 
uniforme. Mais comme d’un côté , nous ne pouvons être 
affurés de Tuniformité d’un mouvement, que par l’égalité 
des temps employés à parcourir des efpaces égaux , & que 
d’un autre côté , nous ne pouvons juger de l’égalité de deux 
temps , fans en avcûr une mefure ffxe , il eft clair que nous 
roulons kt dans un cercle vicieux, & qu’à la rigueur nous 
n’avons pas de moyen exaél de mefurer le temps. Il faut donc 
fe contenter d’une ftmple approximation. 

3 2. C’cft ainfi i^ue le mouvement d’une Pendule faite 
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avec beaucoup de foin , e(l cenfë uniforme , Sc qu’ii l’eft 
réellement , fans erreur fenfible : c’eft encore ainfi que le 
mouvement de rotation que la terre éprouve tous les jours 
autour de Ton axe , 6c qui nous fait croire que les deux 
tournent en fens contraire, eft jugé uniforme. 

[ Cependant lorfqu’on le rapporte au Soleil , comme on le 'A' 
fait dans l’ufage civil , pour mefurer la longueur des jours 
par les révolutions diurnes de cet aftre , on y trouve quelques 
irrégularités, qui rendent les jours tantôt un peu plus longs,’ 
tantôt un peu plus courts. Mais pour fuppléer au petit in- 
convénient de ces inégalités , on réglé les Pendules Aftro-; 
nomiques , non fur le mouvement vrai du Soleil , tels que les 
Cadrans 6c les Méridiens le donnent, ce qui eût été prefque 
împollible ; mais fur Çon mouvement moyen y ou fur la révo- 
lution apparente des Fixes. Avec cette précaution , une pen- 
dule bien réglée ne s’écarte jamais au - delà de certaines 
limites, connues pour tous les jours , de l’heure que les 
meilleurs cadrans folaires indiquent, 6c qu’on appelle le 
Temps vrai ; l’heure de la pendule eft le Temps moyen ; leur 
<3ifférence journalière fe nomme Equation ; 6c pour le dire, 
enpaftant, une pendule eft à équation, lorfqu’elle a deux 
aiguilles de minutes, dont l’une marque le temps vrai,*6c 
l’autre le temps moyen. ] ie 

3 3 • En attendant que nous puiftions développer la théorie 
des pendules, il fuffira d’obfcrver que les progrès finguliers 
des Artiftes modernes ont porté les mouvements d’Horlo- 
gerie à une fî grande précifion , qu’on ne doit plus avoir de 

Cij 


Digitized by GoogU' 


20 TRAITÉ 

difficulté pourla mefure du temps. Obfervons auffi qu’il eft 
d’ufage en Méchanique de le compter par fécondés , enfortc 
que nous regarderons déformais une fécondé , comme l’unité 
de temps. 

Froblémes fur le Mouvement uniforme. 


Fig. I. 3 4* Problème I. Deux corps A Sx.B k mouvant uni- 
formément fur une ligne droite A B , avec des vîteffes don- 
nées y Sx. V y font aûuellement à une didance AB — dÿ 
trouver dans quel temps leur intervalle fera = cl 

Soit X le temps cherché. Alors fi les deux mobiles vont 
dans le même fens , B fe trouvera en. B' Sx A en A' y lorfque 
le temps x fera écoulé , enforte que leur diûance A' B' fera 
égale à c. 

Cela pôle , on a ( 7 ) AA' — Vx y Sx B B' = vx ; donc 
d-^-vx — yx = + f : je mets Hh quoiqu’il n’y ait que le 
figne H- qui convienne à la figure , parce qu’il peut arriver 
que le^point A' foit plus éloigné que le point B\ On aura 
donc X = — . 

Ainfi ce petit problème efi fufceptible de deux folutions, 
comme il eft aifé de le voir, en faifant attention que de part 
& ti’autre du point de rencontre, les deux mobiles peuvent 
fe trouver à la même difiance c. Or pour déterminer le temps 
au bout duquel ils doivent fe rencontrer , s’il y a lieu , on 
fera f = O , & on aura x = ; valeur moyenne propor- 

tionnelle arithmétique entre les deux qui réfultent du cas 
général. 
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Mais pour que cette formule ait lieu , il faut fuppofer que 
les mobiles font des points , fans quoi il y auroit collifion 
entr’eux, lorfque c feroit dgal à la fomme de leurs rayons, 
fi ces deux corps étoient fphdriques. 

Exemple. 

On fuppofe que parcourt 4 pieds dans une fécondé , 
que B n’en parcourt que 2-^dans le même temps, que l'in- 
tervalle qui les fépare eft de 20 pieds , & on demande quand 
ils ne feront plus qu’à 6 pieds de difiance , l’un de l’autre ? 

On aura x =* =±= ; c’eft-à-dire, que les deux 

mobiles fe trouveront à la diftance demandée foit au bout 
de 1 , foit après 2o"f. Le milieu donne 16'' pour le mo- 
ment de leur rencontre; bien entendu que pour que la féconde 
folution ait Heu , il faut fuppofer que ces corps étant impé- 
nétrables , ils ne fe meuvent pas précifément dans la même 
ligne , ni dans le même plan , mais feulement dans des lignes 
parallèles affez éloignées pour qu’ils ne puiflent pas fe cho- 
quer en fe rencontrant. Ccd ainfi que l’aiguille des minutes 
rencontre celle des heures , & que la Lune rencontre le So- 
leil , lorfqu’elle l’éclipfe pour nous. 

3 5- Problème II. Deux corps ^ Sc B , animés de dif- Fie. 1. 
férentes vîtelTes uniformes , tournent autour d’une même 
circonférence & dans le même fens. Leur difiance ed d , 
quand fera-t-elle c ? 

Soit y la vîteffe du corps A que je fuppofe en avoir le 
plus ; foit V la vîteffe du corps B ; foit * . le temps cherché. 

Si les deux mobiles vont dans le fens AB y oa trouvera ÿ 
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comme dans le premier problème , .v => mais s'ils tour- 
nent dans le fens B A . alors x =^-^. 

S’ils tournoient en fens conti;aires , on ferolt t; négative y 
& le dénominateur y — v deviendroit A'-f- u. 

Exemple. 

La vîtefle du corps A eft telle, qu’il parcourt -j de la cir- 
conférence en une fécondé ; le corps B n’en parcourt que j- 
dans le même temps. Leur premier intervalle eft f de cette 
même circonférence , & ils fe meuvent tous deux dans le 
fens A B : quand eft-ce qu’ils ne feront plus éloignés que 
de de tour ? 

Onzdoncf^=^yV = ^,F^v=-^id = \,c—-^; 
ce qui donne « = 24 (-j- + ). Les deux valeurs font 

& 6 ". Leur moyen proportionnel arithmétique eft 4" 7, pour 
l’inftant ou les deux mobiles fe rencontrent. 

Si avec les mêmes vîteffes, ils tournoient dans le fens 
on auroit alors x = — j) — s" j f valeur néga- 

tive qui indique que le temps demandé eft déjà paffé. 

En fuppofant les vîteftes dans le rapport de i : rr , ou de 
I : on réfoudroit par le premier cas toutes les queftions 

de ce genre , pour la rencontre de l’aiguille des heures avec 
celle des minutes, & pour la rencontre de 'celle-ci avec 
celle des fécondés. 

Lorfqu’il ne s’agit que de déterminer le terftps de cette 
rencontre pour deux mobiles quelconques qui tournent ainft 
dans un cercle , pour deux voyageurs , par exemple , qui fe- 
roient le tour d’une ifle , l’Arithmétique feule réfout facile- 
ment ces fortes de problèmes. 
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Uheifle a 39 lieues de tour. Deux voyageurs partent en- 
■ femble du même point ; le premier fait rdguliérement 14 
lieues par jour , le fécond en fait 1 1 : quand fe rencontre- 
ront - ils / 

Puifque le premier gagne 3 lieues chaque jour fur le fé- 
cond, il le ratrappera au treizième jour : car 3^: 39^: : 1’ ; a-' 
= 1 3 ; & ainfi de même pour les autres fuppofitions que 
l’on pourroit faire. 

Remarque. 

3 6 . Toutes les fois que deux corps fe meuvent dans une 
même circonférence, qui peut par confdquent être repré- 
fentde par l’unité , ils fe trouvent réellement à la meme dLf. 
tance c , lorfque l’intervalle qui les fépare eft c , i , 
a H-f , 3 -t-r, . . . ou généralement £-4- r, en défignant par E 
un nombre entier quelconqi^ On peut^onc général ifer les 
formules précédentes , en y fubftituant £-l-r au lieu de r ,* 
& on aura pour le premier cas, a* = ^ — — , pour le 
fécond, x— ce qui mene à une infinité de fo- 

lucions. 

Enforte que fi dans la formule x =■ , on eût fait 

fucceffivement c = f = 1 -h^V, c= 2 -f- — , &c , on 
eût trouvé les valeurs pofitives, x = 20" j,x = 2^"-h2o"ff 
& ainfi de fuite , en augmentant toujours de 24". 

C 3 7 * Problème. III, Les mêmes corps /là: B étant fitués 
à la difiance dfnr la circonférence , on demande dans 
combien de temps ils fe rencontreront pour la première , ou 
en général pour la W"" fois ? 
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La réponfc n’eft pas difficile : car alors leur diftance fera 
m — I ;& par conféquent fi dont la vîtefTe eft plus grande, 
fe trouve précéder B, par rapport au mouvement, on aura 
X s =~ — . i) il le luit au contraire , on aura x = — •, 

y — V ’ v—v 

Ex E M P L E. 

Soit v = \, d = j-, le premier cas donnera * = 

24W — & le fécond, *= 24(01 — il faudra donc 

ip" j, pour que la première rencontre ait lieu dans le premier 
cas , & pour qu’elle ait lieu dans le fécond. 

38- Problème IV. Trois corps partent d’un 
même point pour faire le tour d’une même circonférence ^ 
avec des vitefles refpeûives que l’on défigne par v,v' Si. v". 
Quand fe rencontreront-ils tous enfemble ^ 

J’appelle * le temps cherché i vx, v'x , v"x feront les ef- 
paces parcourus au moment ||e leur rencontre : or le plus 
grand de ces efpaces doit furpaffer chacun des deux autres 
d’un certain nombre entier de tours ; donc v'x — v x = E ^ 
& v"x — v' x=>E' \oh nous remarquerons que la rencontre 
générale des trois corps fera la de A avec B , la de 
B avec C, 6c la ( £ -+- £^ de A avec C. 

Ces équations donneront x = -7^ = , 6c 

== : donc fi la fra£Hon ^„_; ^ , , réduite à l’expreffion la plus 

fimple devient — , on aura pour la première rencontre £=/’, 
E'=q: pour la fécondé , on aura de même E = %p y E'= af,' 
6cc ; donc x = — donnera l’inftant de la première ren- 
contre générale , 6cc« 

Exemple^ 
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Exemple. 

Suppofons = \ onauraj7^=f, 

P = <î ySx. X = 26'' J, Les trois corps fe trouveront donc 
réunis au bout de & ce fera pour la première fois. 

Mais cette première rencontre générale fera la cinquième 
rencontre particulière de A avec B , la feptieme de B avec C, 
& la douzième de A avec C. 

Si quelques-uns de ces corps alloient en fens contraire , il 
faudroit rendre trégatives leurs vîtefTes , dans les équations 
qui précédent. 

3 p. Voici comment on peut procéder par la fimple Arith- 
métique , à la folution de ces fortes de problèmes. C ne 
parcourt que de la circonférence, pendant que A en 
parcourt ; celui-ci gagne donc d’avance fut l’autre , à 
chaque fécondé ; & par conféquent ils fe rencontreront tou- 
tes les 2" 5-. 

Pareillement C ne parcourant que , pendant que B par- 
court ^ , B gagnera par fécondé ; il rencontrera donc C 
toutes les $"-\.A & B fe rencontreront auffi toutes les 3"rf. 
Or pour que ces trois périodes coincident enfemble , c’eft- 
à-dire , pour que les trois corps fe trouvent réunis , nous n’a- 
vons plus qu’à chercher trois nombres entiers qui foient entre 
hux comme Les plus petits de ces nom- 

bres font y , 7 & 12 ; donc la première rencontre générale 
aura lieu après y rencontres particulières de avec B, ou 
ce qui revient au même , après 7 rencontres de B avec Cj 
& après 12 entre & C, comme nous l’avions déjà trouvé. 

D 
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Quant au moment de leur rencontre générale , il fc dé- 
termine en multipliant par J, ou 5"^ par 7,oua''f 
par 12. 

40. Problème V. Quatre mobiles A y B,C, D partent 
enfemble avec des vîtefles iefpe£tives v , v', v" , v'" , d^un 
mâme point, pour faire le tour d’une circonférence, & ils fe 
meuvent tous dans le même fens. On demande dans combien 
de temps ils fe retrouveront tous enfemble. 

Soit X le temps cherché ; on aura pour les efpaces par- 
courus V a:, : enfuite viendront les équations 

v'x — vx = E , (x/' — v')x=a E'y ( v'" — v")x = L" ; d’où 

E g £" ^ . y' — V _E_ 

v^v v‘*^x/ ^ 1/" — V* ' g ^ 


Von tirera x 

y' ~v E 

T"‘ 


y"'. -y" 


Suppofons maintenant qu’après avoir réduit à l’cxprelllon 


y — '" f' . 


alors 


la plus fimple , on ait ^ ,• 

E= ep , Sx. E = dp', {e Sxd font aulli des nombres entiers) : 
donc ep — dp',E _ j & pat conlüquent , fi on réduit la 
frafHon ^ à l’exprelfion la plus fimple-^,, on aura d’abord la 
valeur de e, puis celle de E, 6c enfin celle de. * = 
Exemple. 

Soit z; = i , v'= 1,1 1, xi"= 1,242 , -td"— 1,280^. On 
«=- i, ôc =pr = 71 : donc 
P = y = = = & enfinx= 

== Il faudra donc 181"/- pour que ces quatre mobile» 

fe retrouvent enfemble. 

La méthode eft la même pour un plus grand nombre de 
corps, ôc pour le cas où ils ne partiroient pas tous du même 
if, point.] 
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Théorie des Mouvements uniformes compofs. 

4 1 . Imaginons que le corps A foit placé fur un plan Fio. j. 
A Ca qui fe meut uniformément dans la direflion yf « , avec 
une vîtefle telle qu’à chaque unité de temps y il parcoure un 
efpace égal à la ligne A a. 11 eft certain que ce corps conli- 
déré relativement au plan/^Ca, n’a aucun mouvement, 
mais que fi un fpe£lateur immobile , placé hors de ce plan , 
obferve ce même corps , il lui attribuera un mouvement égal 
6c parallèle à celui du plan. 

Cela pofé , fi on conçoit qu’une puiflance quelconque P 
agifie fur lui félon la direûion PA C, 6c lui imprime une 
vîtefie telle que dans une unité de temps , il puifie parcou- 
rir l’efpace A C , on ne peut douter qu’en vertu de cette pre- 
mière impulfion qui lui efi propre , il ne doive fe trouver au 
point C y lorfque cette unité de temps finira. Mais comme , 
en vertu du mouvement du plan , la ligne A C s’avance d’un 
mouvement parallèle 6c uniforme vers ar , 6c qu’elle doit 
réellement fe confondre avec ac slu bout d’une unité de 
temps, il efi clair que le point C fe confondra avec le point r, 

6c que par eonféquent le corps A qui participe au mouve- 
ment du plan, doit fe trouver en c à la fin de la première 
unité de temps. 

On prouve de même qu’au bout d’une partie quelconque T 
de cette unité , le corps A animé de la même vîtefle AC y 
doit parcourir un efpace proportionnel A B = T x A C y 
pendant que le mouvement commun entraîne la ligne A B 

Di) 
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parallellemcnt à elle-même, à une diflance Aa'—Bb^ 
Tx Aa. Cette ligne fe confond donc avec a'b ; & par confé- 
quent b eft le lieu du corps , au bout du temps T. Or il eft 
aifé de voir que tous les points b que l’on ddtermineroic 
par le même raifonnement , fe trouvent fur la même diago- 
nale Ac , puifque A B : B b : i A C : Ce ; donc le corps A 
décrira réellement la diagonale A c. 

Mais ce n’ell pas là tout. Son mouvement le long de cette 
ligne doit être uniforme ; car Ab : A c :: AB : AC -.'.T x 
A C : A C : :T : i ; c’eft-à-dire , A b : Ac , comme le temps 
employé à parcourir eft au temps employé à parcourir 
A c. Donc enfin le mouvement du corps A fuivant la diar 
gcnaley^ceft toujours unifonne (27). 

42. Puifqu’un corps en repos fur un plan mobile a toute 
la vîteflë de ce plan , il eft clair que fi un corps mû uni- 
formément fuivant une ligne droite ^A a avec la vîtefle A a, 
reçoit au point A , de la puifiTance P , une vîteflTe A C dans 
la direêlion PA C, il décrira uniformément la diagonale Ac 
d’un parallélogramme formé fur les côtés A a, AC^ qui 
repréfenteront les vîtefTes du mobile fuivant A a & AC, 
pendant que la diagonale Ac repréfentera ùl nouvelle 
vîtefle. 

4 3 • Mais à quelque caufè que foit due fa vîtefle dans la 
direêllon A a, on peut fe la repréfenter comme l’effet d’une 
puiffance ^ , qui agit au même inftant que la puiffance P , 
dont l’effet eft dirigé félon AC', Sa comme ces deux puif- 
fances, ou ces deux forces font proportionnelles aux vlceffes. 
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qu’elles feroient naître fëparément dans le mobile , fi elles 
n’agiflbient pas en commun , on peut les fubftituer à ces 
vîtefles mêmes , & les repréfenter comme celles-ci par les 
deux côtés d’un parallélogramme que nous appellerons dé- 
formais le Parallélogramme des Forces. 

Ces chofes une fois bien comprifes, on n’aura pas de peine 
à retenir le principe fuivant, donc l’ufage eft fi étendu en 
Méchanique. 

Principe du Mouvement compofé. 

44- Toutes les fois que deux puijfances agijfent en même 
temps fur le même mob ile ^ fuivant des direâ ions différentes , ce 
corps décrit la diagonale d'un parallélogramme formé fur leurs 
direôlions^ & dont les cotés font entr'eux dans le même rapport 
que ces puiffances. 

Conféquences qui en réfultent. 

4 5 • I^eux puiflances P & Q repréfentées pzr/lBSx.AC, Fxo. 4 . 
produifent donc le même effet qu’une feule puiffance R re- 
préfentée par Z), diagonale du parallélogramme yZ PCD. 

Nous pouvons donc appellex P & Q les Puiffances compof an- 
tes , & donner à le nom de Puiffance réfultante. Cela pofé , 
on aura toujours en pareil cas , cette fuite de rapports bien 
connus des Méchaniciens. 

P R : : AE-./lCxAD. 

45. Dans le triangle CAD, on a d’ailleurs ACx CD ; 

AD : .fm A DC : fin D A C : fin A C D : : fin DA B : 
finDACifinÇABi donc P:Q:R::fin DAB: fin DACi 
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ftnC/t B ; confdquence fort utile qui nous apprend que Cune 
quelconque des deux puijfances compofantes & de leur réfultante 
ejl toujours comme le fmus de f angle compris entre les direc- 
tions des deux autres. 

47 . Il fuit delà que fi les angles Dyi B , C font in- 
finiment petits ) leurs finus refpeâifs fe confondront avec 
les arcs qui leur fervent de mefure. On aura donc fm ( D/4 B 
-hDAC) ou fm CA B = fm DA B -f- fm DACÿ ôc pat 
conféquent R = P -f- Ç ; donc lorfque deux puijfances agijfent 
dans le même fens , la réfultante fuit la même direâion qu'elles , 
P" fe trouve égale à leur fomme. 

Si elles agijf oient en fens contraire , la réfultante ferait égale 
à leur différence. 

Applications de ce Principe, m 

48- Non-seulement on peut déterminer, par le prin- 
cipe du mouvement compofé , la réfultante de deux puiflan- 
ces qui agüTent enfemble fur le même point d’un corps : mais 
encore il eft très-aifé de la déterminer, quelque foit le nom- 
bre de ces puilTances. Pour cet effet , on en choifira d’abord 
deux dont on cherchera la réfultante par le principe géné- 
ral. Puis on comparera cette première réfultante avec une 
autre puiffance compofante , & de cette comparaifon U 
viendra une fécondé réfultante qui à elle feule tiendra lieu 
des trois puiffances déjà comparées. Donc en la comparant 
avec une quatrième , & ainfi de fuite , on ne peut pas man* 
quer de trouver la réfultante générale. 
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49. Par une décompofition toute oppofée, on retrou- 
veroit aifément les puiflances fimples qui ont contribué à 
former cette derniere réfultante ; & il nous arrivera fouvent 
de lui en fubftituer deux qui feront repréfentées par les deux 
côtés d’un parallélogramme dont elle repréfentera- la diago- 
nale : car cette compofition & cette décompofition des for- 
ces font en quelque forte les deux principales relTources de la 
Statique. 

5 O. Si les puiflances qui agiflent fur le même corps , ne 
font pas appliquées au même point, voici comment on peut 
déterminer leur réfultante. 

Vous remarquerex d’abord que fi l’effet d’une puiflance Fig. r. 
quelconque P eft de donner à toutes les parties d’un corps M 
une égale vîtefle qui le faffe mouvoir dans une direction pa- 
rallèle à celle de la puiflance , comme nous le fuppofons ici, 
il importe peu à quel point de la direftion P K cette puif- 
fiince exerce fon aâion, foit au moyen d’un levier, foie 
avec une corde , ou tel autre infiniment que l’on voudra. 

La feule condition néceflaire pour qu’elle produife conflam- 
ment le môme effet , confifte à lui fuppofer toujours la 
même force , dans quelque point de la' droite P K qu’elle 
l’exerce. 

Cela pofé , repréfentez-vous trois puiflances P, Q , Ô qui Fie. 6 . 
agiflent enfemble fur le corps M dans les direélions P/7, 

Q_q, S s fituées dans le même plan. En prolongeant Pp^ôc O q 
jufqu’au point de concours H y vous concevez que les puif* 
fiinces P & Q peuvent être cenféee agir en P/ ôt que 
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leur réfultante -feroit H K diagonale du parallélogramme 

formé fur les côtés H P y HQ confidérés comme les vîtefles 

que chacune de ces forces communiqueroit féparément au 

mobile. 

En prolongeant de même la dire£Hon de la réfultante H K 
jufqu’à la rencontre I de la puiflTance S , vous pourrez re- 
garder cette réfultante comme agilTant en J, & comme 
repréfentée pat une ligne 1 L qui foit égale k H K. Cepen- 
dant la puilTance 5' agit de fon côté avec une force que vous 
fuppoferez = I S' : refte donc à completter le parallélo- 
gramme S'ILGy pour avoir la réfultante cherchée IG. 
Le mobile prendra donc une vîteffe égale & parallèle à I Gy 
comme s’il n’eût éprouvé que l’adion d’une feule puiHance 
exprimée par cette derniere réfultante. 

5 I . Par ce moyen , on peut trouver la réfultante de tant 
de forces qu’on voudra , & réciproquement décompofcr une 
force en pluHeurs autres qui aient certaines conditions , fans 
quoi ce dernier problème feroit indéterminé. 

Mais quoique la méthode précédente n’exige qu’une 
conftruâion géométrique bien fimple, elle n’cft cependant 
pas propre à être mife en calcul. En voici donc une autre 
qui remplira mieux notre objet. 

Des Moments & de leurs UJages. 

, ^2. On eft convenu d’appellcr Moment d’une puKTancey 
le produit de cette puilfance par la diûance de fa diredion à 
wn point fixe pris à volonté. Comme ces fortes de produits 

font 
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font du plus grand ufagc dans toutes les parties de la Mdcha- 
nique , il a paru plus fimple de les ddfigner par le feul mot 
de Moments , que de rdpéter à chaque fois leur définition. 

5 3 . Dans le plan du parallélogramme ABDC foit pris 
un point fixe Af , duquel on abaiffe fur la diagonale A D àc. 
fut chacun de fes côtés AB, A C prolongés , s’il eft nécef- 
faire, des perpendiculaires refpecHves MP, M P', M P". 

Soit a = l’angle B A D , h = l’angle D AC , A P = x , 

MP =y, MP' = y,&t.MP"=f. 

On aura d’abord l’angle MA P' = MA P — a donc Fio. 7 
fm M A P' ou =ftn M A P cof a — fin a cof M A P =a 

® ^ =y cofa —X (Ina. 

On aura enfuite l’angle MA F" — b M A P , d’où on 

déduit pareillement y" = y cof b -h x fin b. Eliminant * de 
ces deux équations, on en conclut y" fm a -t- ÿ fin b ==* 
y {fin a cof b fin b cof a) = y fin {a b). Or fin a : fin b . 
fin {a -h b) AC: A B : AD-, donc A Dx M P = A B x 
MP' -h A Cx MP". 

Si le point M eft compris entre les côtés de l’angle B AD, Fio;». 
11 eft clair que M P' devient négative : ainû le dernier ré- 
fultat peut être appliqué aux deux cas , en écrivant A D x 
MP= ACx MP"±ABxMP'. 

5 4* n fuit delà que deux puiflances P & Q & leur réfui- Fie.», 
tante R pouvant toujours être repréfentées par les côtés & 
la diagonale du parallélogramme A B C D , fi d’un point 
quelconque A/ pris dans le plan de ce parallélogramme , on 
mene des perpendiculaires fur les direêlions de ces trois 
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forces , le produit de la réfultante par la f e:[ endîculaire MP 
( qui mefure la diftance de fa diretUon au point M ) eft 
égal à la fomme ou à la différence des produits refpeâifs des 
deux puiffances par les perpendiculaires MP'y MP" menées 
du point M fur leurs dîredions. 

On prend la fomme de ces deux produits , toutes' les fois 
que le point M eft hors de l’angle B A D. S’il eft au-dedans,’ 
on prend leur différence. Or ces produits font les moments 
refpeftifs des deux puiffances compofantes ,ôc l’autre produit 
eft le moment de leur réfultante. Nous voilà donc en état 
de conclure généralement , que le moment d'une réfultante 
quelconque ejl égal à la fomme ou à la différence des moments des 
deux ccmpofanteSy fuivant que le point fixe efi pris au-dehors ou aU' 
dedans de F angle formé par les direHions de ces deux puiffances. 

5 5* deux cas fediftinguent toujours facilement, poux 
peu que l’on imagine le plan du parallélogramme des forces 
tellement attaché au point Af , qu’il ne puiffe tourner qu’au- 
tour de ce point : car alors fi le point M n’eft *pas compris 
dans l’angle BAD des puiffances , elles tendrotu à faire 
tourner dans le même fans ce plan & tout le Syfiême des li- 
gnes qui y font décrites. Alais û ce point eft compris entre 
les côtés de l’angle BADyl&i deux puiffances tendront à 
faire tourner tout ce fyfiéme en diftérents fens. On peut donc 
dire que le moment de la réfultante eft égal à la fomme ou 
à la différence des moments des deux compofantes , felon 
que celles-ci tendetu à ftiire tourner le fyftême dans le même 
icns, ou en deux ièns contraires. 
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5 <5. En général, <juclques foiem le nombre & les dheÛions 
des puijfances compofantes , le moment de leur réfultante fera tou- 
jours égal à la femme des moments des compofantes qui tendent à 
faire tourner dans un fens , moins la femme des moments de celles 
qui tendent à faire tourner dans le fens contraire. 

C’eft-là une des propofitions les plus utiles de la théorie 
des moments. Outre qu’elle fuit immédiatement de ce que 
nous venons de démontrer , on peut encore la rendre plus 
fenfible par un raifonnement bien Hmple que voici. 

Deux quelconques des puilTances compofantes ont une 
réfultante particulière dont le moment eft égal à la fomme 
ou à la différence de leurs propres moments. Cette réfultante 
à fon tout combinée avec une troifieme compofante donne 
«ne fécondé réfultante dont le moment eft égal à la fomme 
ou à la différence des trois premières compofantes , ôc ainft 
des autres. Donc le moment de la réfultante générale eft 
égal à la fomme ou à la différence des moments des compo- 
fantes ; ou ce qui revient au même , le moment de la réfiil> 
tancé générale eft égal à la fomme des moments qui tendent 
à faire tourner dans un fens , moins la fomme de ceux qui 
tendent à faire tourner en fens contraire. 

5 7 . Donc i file point fixe M fe trouve dans la réfultmte , 
la fomme totale des moments des compofantes tfi égale à zéro, 
Ceft-à-dire, qu’alors la fomme des moments des forces qui 
tendent à faire tourner dans un fens , eft égale à la fomme 
des moments de celles qui tendent à faire tourner en feus 
contraire. Conclufion qu’il ne faut pas perdre de vue. 

E i; 
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Voyons à pr<îfent à quels ufages on peut faire fervlr 
pour la compofuion des forces , la thdorie des moments ; 6c 
afin de commencer par les applications les plus fimples, 
confidérons d'abord deux forces parallèles qui agiffent dans 
le même plan^ 

5 8‘ Soient donc Rôt Q les puifTances propofdes : foit Af 
le point fixe auquel feront rapportés leurs moments. En me- 
nant la perpendiculaire Mprq, 6c en fuppofant que les 
deux puifTances agifTent dans le même fens , on aura géné- 
ralement Rx M r = P X M P Q X M q. Si on rapportoic 

les moments à un autre point fixe quelconque m pris fur la 
même ligne Mq, on auroit pareillement R , mr — P .mp 
H- Ç . WJ ^ : retranchant donc cette derniere équation de la 
première , 6c divifant par M on trouveroit R = P-4- ^ 
ce qui donne un réfultat fort utile pour la compofition des 
forces parallèles» On peut l’énoncer ainfi. 

^ La rt’fuhante des forces parallèles qui agijjent dans U 
même fens , ejl égale à leur fomme, 

6o. On prouve pareillement, que la réfultante de celles 
qui agifTent en fens contraire, eft égale à leur différence, lors 
même que le point fixe auquel on rapporte les moments y 
rveft pas , comme dans cet exemple , hors de l’intervalle- 
qui fépare les direêlionsdes forces. Car quoique fe trouvant 
entre ces direcUons , tel que le point 0, alors P 6c Q ne puif- 
fènt agir en. fens contraire y fans tendre à faire tourner la 
ligne pO q dans le même fens , leur réfultante n’en eft pas 
moins égale à leur différence. Au refte, ce dernier cas nous- 
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avertit de ne pas confondre indifféremment des forces qui 
tendent à faire tourner dans le même fens avec des forces 
qui agiffent dans le même fens. 

^ I . Il fuit delà que fi le point M coincide avec le point/?^ 
on aura R ,pr , ou {P -^Q)pr = Q . \ d’où on tirera 

P . pr = ^ . q r y 6c P : ^ q r : p r ^ c’eft-à-dire , que 
(flaque force ejl en raifon inverfe de fa dipance à fa réfultame. 
On eût trouvé la même chofe , en rapportant les moments 
au point r de la réfultante. 

61. Puifque dans le cas propofé , on a ces deux équations 
P . pr = j^.qry6c_ R. pr = Q ,pq , il en viendra P : 

R :: qr :pr : pq ; d’où nous déduirons 1°, que tous les 
points r de la réfultante font refpeêlivement à égales diC- 
tances des points qui leur correfpondent dans les direêlions 
des deux compofantes. La réfultame ejl donc alors parallèle auK 
directions des compofantes^ 

2”, On peut repréfenter l’une quelconque des puiffances 
P» Qr R ligne comprife entre les direûions des deux 

autres. P , par exemple, étant repréfentée par f r , Q le fera 
par p ry6c R par p q, 

3°, Les puiffances P 6c Q étant données avec leurs direc- 
tions , il fera toujours aifé de trouver le point r par le- 
quel doit paffer leur réfultante , au moyen de l’équation 
{P -^Q)pr = Q. P q y qui dormç la diflance cherchée 
pr = 

C P s- q 

6 3 • Suppofons maintenant un nombre quelconque ffe 
puiffances parallèles , qui toutes agiffent auffi dans le même 
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plan. Il eft clair que leur réfultantc fera dgale à la fomme 
de celles qui agiflent dans un fens, moins la fomme de 
celles qui agilTenc dans un fens contraire. Et puifque le mo> 
ment de cette réfultante eft égal à la fomme des moments 
de toutes les compofantes , la didance de fa diredion à un 
point donné fe trouvera en divifanc la fomme des moments 
des compofantes par la réfultante , ou ce qui efl la m£me 
chofc , par la fomme des forces. Mais fouvenez-vous bien 
que n parmi ces forces , il y en a qui tendent à faire tour- 
ner le fyftême en fens contraire , on doit prendre leurs rno- 
ments avec des lignes négatifs ; & s’il s’en trouve quelqu’une 
qui agilfe en fens contraire aux autres , il faut l’écrire avec 
un ligne négatif auHl dans la fomme totale des forces. 

Ce que nous venons de dire , eft fuHifant pour déterminer 
la réfultante de tant de puilTances parallèles qu’on voudra j 
pourvu qu’elles foient toutes lituées dans le même plan. 
PalTons donc à la méthode de déterminer cette réfultante , 
lorfque les compofantes font obliques , quoique toujours 
dans le même plan. 

6 4 ’ J’en fuppofe quatre P,QySyTf que je repréfente 
par les diredions obliques Pp y Ss ,Tt y lefquelles in- 
diquent le fens de leurs adions refpedives. Cela pofé , foit 
pris à volonté dans le plan de ces forces un point C par le- 
quel on mènera les perpendiculaires CP", C/>". Après quoi, 
décompofant ( 4P ) chaque force , comme Pp , en deux au- 
tres PP'yPf/ refpedivement parallèles à ces perpendicu- 
laires , on aura en tout huit nouvelles forces , dont quatre 


Digitized by Google 


DE MÉCHANIQUE. 39 

feront parallèles à CP", & les quatre autres parallèles à 

Or la réfultante de celles-ci agit de haut en bas , & fa 
valeur eft ^ — P F\ Quant à fa direc- 

tion, on peut la ddtermincr pat. fa diftance à la ligne Cp", 
& on trouvera que cette didance eft gdnéralement exprimée 

SS'.Sj"-+-ÇQ'.Qî" — PP'.Pp"— TT'. T/" 

TT'-t-SS'-<- QQ' — PP’ * 

La réfultante des forces parallèles à C P" agit de droite 
à gauche. Sa valeur eft TP SP — Qq' — Pp' i & la 
diftance de fa direâion à la ligne CP*' eft 

T»' . TT" -t- S/* . SS" — . QQ" — fp' .TP" • 

. ti' -H S/' — Qj' — ep' 

Soit donc repréfcntée par C R" la diftance de la première 
réfultante à la ligne Çp", & par CP' la diftance de l’autre à 
la ligne CP". Si on achevé le re£langle R" CP' R, on aura 
R" R pour la dircdion de la première réfultante, & P'R pour 
la dire£Hon de la fécondé. Ces deux réfultatnes uniront donç 
leurs efforts au point d'interfeélion R ; 6 c. par coaféqueiH , flt 
on prend d’un côté R R' ^ TT' -h S S' QQ'^ P F, & 
de l’autre RP =* TP SP — P/, il eft évident 

qu’en achevant la reclangle PRR'r, la diagonale Rr lèra 
enfin la valeur âc la direâion de la réfultante générale que 
l’on cherche. 

11 n’eft donc pas diiEcile de trouver la réfultante de tant 
de forces perpendiculaires ou obliques que l’on voudra, 
pourvu qu’on les fuppofe toutes dans le môme plan. Refte à 
la déterminer , cette réfultante , quand les puiffances donc 
elle eft compofée , font dans des plans différents. 
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6 5 • Afin de procéder toujours du plus fimple au plus 
compofd, nous fuppoferons d’abord que les puiflances ne 
font qu’au nombre de trois , qu’elles agifient toutes dans le 
môme fens , & que leurs directions font toutes parallèles en- 
tr’elles, quoiqu’elles foient dans trois plans diffdrents. 

Fin. Soient donc P ,Q, S ces trois puifiances , foit T C f ' un 
plan perpendiculaire à leurs directions ( il faut ici fuppléer 
un peu par l’imagination , à ce qu’on ne peut guere reprd- 
fenter qu’imparfaitement par des figures. On peut conce- 
voir, par exemple, un prifme triangulaire droit, dont les 
trois faces feront les plans des trois puiflances , & dont une 
des bafes fera le plan perpendiculaire TCP'). Ayant pris 
dans ce plan un point quelconque C, on mènera les lignes 
CT, C P' perpendiculaires entr’clles. 

Cela pofé , la rëfultante M des deux puiflances Pp, 
fera dgalc à leur fomme , elle fera fitude dans leur plan , ôc 
leur fera parallèle. De plus elle paflera à une diftance 
PV/=p|^PQ. 

Pareillement , la réfultante R des puiflances Alm , Ss , 
fera dgale à leur fomme P H- Q -4- 5" , elle fera fituée 
dans leur plan, leur fera parallèle, & paflera à la diflance 

6 6. D’où il (uit en général , que la réfultante de placeurs 
forces parallèles fit nées dans des plans quelconques , efl égale à 
leur fomme , lorfiu' elles agijfcnt dans le même fens. 

Pour déterminer fa pofition , on mènera des points 
P, M, Q, R, S des perpendiculaires k C P' , 6c faifant CS* 
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fc= CQ'=» A , CP' = tf, on aura P' (P = r — A, Q'5'=a 
^ — a^P’ S' = c — a. Cela pofé, les parallèles P P', MM\ 
R' J 55'donneront i“, P'M': P'Q' : : P M : P Q::Q; 
P -i-Qi fubftituant donc la valeur de F' Q\ on aura P'M' = 

P-+-,Q 

a% S'R'iS'M':: SR:SM: : P -h ^ ; P-^Q -4- 
■donc 5'«'= 5 :^^' = donc CR' 

= P.CP* +Q.CQ' 


-+-S . f? 


p-t-q^s p-fQ-hS 

Maintenant fuppofons une droite C P' parallèle aux direc-i 
lions des puiflances , ôc nous aurons la diftance R R" de la 
réfultante à un plan yCT ^ (lequel fc trouve ndceflaire- 
ment parallèle à ces diredions ) en divifant la fomme des 
moments par rapport à ce plan , par la fomme des forces. 

Le procédé eft le même pour connoître la diftance R P' 
(de la réfultante à un autre plan P'C P' parallèle aux direc- 
tions des puilTances , & perpendiculaire au premier. Nous 
aurons donc le point R, par où doit pafler la réfultante 
cherchée ; ainû fa pdition fera déterminée. On a déjà cal- 
culé fa valeur. On connoîtra donc la réfultante d un nom- 
bre quelconque de forces qui agUTent dans différents plans , 
& qui font toutes parallèles. 

6j. Enfin fi ces forces étoient obliques j on imagineroît 
menées d’un point quelconque A , trois lignes AB j AC , 
AD J perpendiculaires entr’elles (figurez-vous les trois 
côtés , les trois arêtes qui dans un cube , par exemple ,• 
aboutiffent au fommec du même angle folide ) » âc fuppofanc 

F 


Fio^ 

»î* 
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que Pp eft une des puldânces obliques, oa la ddcompoferoît 
£D deux autres, dont Tune Pi®' feroit parallèle au plan A BD, 
pendant que la fécondé P p' feroit parallèle au plan DA C, 

On décompoferoit de même cette fécondé puiOance P p' 
en deux autres P f'* ^ Pp"'t l’une parallèle à y^C, l’autre 
\ AD <x. qui donnerok pour la feule force compofante 
Pp y trois nouvelles puiflances dont les direfUons feroient 
refpe£üvement parallèles à trois lignes données de pofition. 

Après avoir ainll décompofé chacune des autres forces en 
trois autres parallèles aux mêmes lignes , on cherdietoit ; 
par ce que nous avons déjà dit , la léûiltante particulière de 
toutes les forces parallèles à la droite AB , puis celle des 
forces parallèles \ AD , ôc enfin celle des forces parallèles 
à AC. On aurcMtdonc, à déterminer, en derniere analyfe, 
la réfultante générale de trois râultantes particulières fttuées 
dans des plans différents , à la vérité , mais parallèles entre 
elles , ce qui rentre dans le cas précédent. 

: 6$. En fuivant cette méthode , on peut donc réduire 
toutes les forces propofées à trois autres forces refpeêlive' 
ment parallèles à trois lignes perpendiculaires entr’elles. On . 
pourroit même les réduire toutes à deux , en ne faifant 
fubir à chacune qu’une fimple décompoûtion : mais il n’eft 
pas polllble de les réduire généralement à une foule , comme 
cela fo pratique pour les forces qui font toutes dans le 
même plan. 

• Après avoir ainfi développé les principes de la com- 
pofition & de la décoropofition des forces, nous cerinî? 
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nerons cet article par quelques remarques analogues au fujec 
que nous venons de traiter. 

Remarque I. 

6 ^. Rien n’eft plus ordinaire dans la Nature que les 
exemples du mouvement compofé. Le bateau qui dérive en 
traverfant une rivjiere , la âamme & ia fumée que le moindre 
fouffle fait dévier la 'pluie, la neige , la grêle qui tombent 
plus ou moins obliquement , félon que le vent eft plus ou 
moins impétueux , le noyau qui s’échappe de nos doigts 
quand nous le prefTons d’une certaine maniéré , les fecouffes 
que l’on éprouve dans deux voitures qui s’accrochent , le 
rifque que l’on court en defeendant brufquement d’un che- 
val qui galoppe , le poiflbn qui par deux coups de queue 
frappés en fens contraires , prend une diredtion mitoyenne 
tout nous offre des applications fans nombre du principe 
très- fécond de la compofition des forces. 

On verra par la fuite de quelle utilité eft leur décompo- 
lition, dont les exemples ne font pas moins fréquents, & que 
la mefure des forces obliques fur-tout rend fi néceflairet 
RemarqueII. 

70. Ce n’eft pas fans raifon que l’on diftmgue enMé- 
chanique deux fortes de mouvement , celui qu’on nomme 
cbfolu , & celui qu’on nomme relatif. Ils font fort différents 
l’un de l’autre. On peut en juger par l’exemple fuivant. 

Le Marin qui dort paifiblement dans fon vaiffeau , efl en 
repos , il eft vrai , par rapport aux différentes parties du 
navire ; mais fon fang qui circule fans ceffe , fe meut réelle* 

. F ij 
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ment par rapport à lui. Il fe meut lui-même par rapport aux 
objets placés hors du vailTeau dont il partage le mouve- 
ment j alors Ton fang eft mû par deux caufes fimultanées 
dont l’une eft l’aêtion du cœur , ôc l’autre la force qui poulTe 
le navire. Ces deux puilTances font naître d’abord un mour 
vement compofé dans le fang de ce Marin. 

Mais s’il s’éveille , ôc s’il marche , voilà un troifieme mou- 
■vement auquel fon fang participera. Si la Mer eft orageufe ^ 
en voilà un quatrième que le roulis du vaiflêau lui impri- 
mera. Si la Terre tourne autour de fon axe, il en réfultera 
un cinquième ; s’il elle a de plus un mouvement de tranf- 
lation dans l’écliptique , H fon axe éprouve des nutations, li 
l’écliptique elle-même eft fujecte à des mouvements qui lui 
Ibient propres relativement à ce qu’on appelle l’efpace ab- 
iblu , (t des courants particuliers font dériver le navire , ôc 
fl à toutes ces caufes il s’en joint d’autres encore, il eft évi- 
dent que le mouvement abfolu du fang de ce Marin eft: 
compoGé de tous ces mouvements particuliers. Or qui pourra 
nous dire quelle eft leur intenlité , quelle eft leur direêlion , 
& par conféquent quelle doit en être l’influence î 
Remarque III. 

7 1 • On voit, par ce Ample expofé, qu’il n’y a pas dans le 
monde un feul mouvement abfolu que nous connoifllons avec 
quelque apparence d’exacHtude ; ôc cela faute d’objets abfo- 
lument immobiles placés loin de la terre ôc de tout ce qui 
forme le fyftême folaire , auxqueb nous puifllons rapporter, . 
comme à des points invariables, tous les mouvements qui tom>- 
bent fous nos fens. 
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Il eft vrai que les étoiles fixes nous fervent d’objets de 
comparaifon , parce qu’elles nous paroiffent conferver en- 
tr 'elles des difiances inaltérables. Mais peut-être ne le ju- 
geons-nous ainfi que par une fuite de l’illufion fi naturelle 
qui nous porte à croire que le vailfeau dans lequel nous 
fommes renfermés , n’éprouve aucun mouvement , parce que 
nous ne voyons rien remuer de tout ce qui nous y entoure. 
Peut-être auffi que ces Allres ont des mouvements tout aufli 
compofés que les nôtres y ôc que la prodigieufe dtfiance qui 
nous fépare,rend leurs variations infenfibles aux yeux mêmes 
des plus habiles Afironomes. On a là-deflii» plus que des foup- 
qons , depuis que l’ Agronomie moderne a perfedionné l’arc 
d’obferver. 

Remarque IV. 

72. Au relie, les loix du mouvement n’en feroient pas 
moins invariables , quand bien même on fuppoferoit mobile 
l’efpace dans lequel elles ont leur effet : parce que tous les 
mouvements particuliers s’exécuteroient de même. Qu’un 
vaiHêau vogue à pleines voiles , ou qu’il ait jetté l’ancre , ou 
qu’il foie échoué fur un banc de fable , le Pilote pourra tra- 
cer avec la même facilité les lignes & les figures néceflâires 
pour l’efUmation de fa route , & l’équipage fera également 
les manœuvres convenables. Que la terre foit emportée pat 
fon mouvement annuel , qu’elle tourne chaque jour autour de 
fon axe , ou qu’elle foit parfaitement immobile , tout cela 
eft indifférent pour le choc des corps., & pour l’équilibre des 
puiffances dont nous aurons à calculer les effets. Les mou- 
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vements relatifs font les feuls qui nous intéreflent. PalTonsaü 
dernier principe général de la Méchanique. 

Théorie de l'Equilibre. 

' 73“ L’^uilibre, comme tout le monde fait, réfultedes 
efforts mutuels que des puiffances égales ôc oppofées , font 
les unes contre les autres. Si un corps , par exemple , eff 
follicité au mouvement par deux forces abfolument égales 
& diamétralement oppofées , il eft évident que ce corps doit 
reder immobile , parce qu’il ne peut obéir à aucune de ces 
deux impulsons. Alors les forces qui le preffent , demeurent 
en équilibre , & les chofes ne changeroient jamais , fi des 
caufes étrangères ne terminoient pas cette efpece de 
combat. 

74- Pareillement, fi deux maffes égales animées d’une 
même vîteffe fuivant des direâions oppofées , viennent à la 
rencontre l’une de l’autre , elles doivent néceffairement ref- 
ter en repos après leur collifion , parce qu’aucune ne peut 
prévaloir. ( On fait abfiraéUon ici de toutes les qualités pu- 
rement acceffoires de la matière t ainfi on fuppofe ces maffes 
defiituées de toute élafiieité ). 

75* Il en feroit de même , au cas que deux maffes iné- 
gales Af , m vinffent fe frapper mutuellement en fens contrai- 
re , avec des vîteffes v réciproquement proportionnelles 
à M, m. Car alors leurs quantités de mouvement feroîent 
égales ( 22 ). Elles fe contre-balanceroient donc par des ef- 
forts égaux , d’où réfulteroit un parfait équilibre. 
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• C D’ailleurs pour ramener ce fécond cas au premier , 
fuppofoDs la vîceffe A' du corps M double de la vîtefle v du 
corps TH ; mais en même temps la mafle de celui-ci double 
de l’autre. On pourra donc regarder le corps m comme par- 
tagé en deux maifes , l’une antérieure , l’autre poftérieure » 
chacune égale à celle du corps M ^ àc chacune animée de la 
yîteile commyne v. Au lieu cependant de cette vîtefle , on 
peut fubflituer , par exemple , dans la partie antérieure la 
vîtelTe 3.V en avant , & la vîtefle v en arriéré ; 6c par cette 
décompofition qui n’efl ni fans exemple ni fans utilité, la 
partie antérieure , animée de la vîtefle 2v , fera équilibre au - • 
corps M, (puifqu’à elle-feule elle aura la même maflTeôc la 
même vîtefle que lui) , pendant qu’avec la vîteflTe contrai- 
re x; > elle fera équilibre à la partie poflérieure , pour la même 
raifon. Le tout demeurera donc en équilibre. 

Mais pour généralifer un peu cet exemple , fuppofons 
que les deux maflTes M ,m font entr’elles comme deux 

nombres entiers quelconques E,e. On aura — & 

VE r -r •” ^ y • . 

t/=s — , OU enfeuant = M = Ep^ & 

V — Eq. Or on peut fubflituer à la mafle M^Ep , ani- 
mée de la vîteflTe «q , un nombre £ x e de maflfes p 
animées de la vîteATe q. On peut fubflituer de même à la 
mafle m = ep animée de la vîtefle v = £ ^ , un nombre Exe 
de malles p animées de la vîtefle f . Il y aura donc généra- 
lement équilibre dans î’hypothefe préfente , entre deux 
corps quelconques , toutes les fois que leurs malles M f m 
feront dans un rapport rationel. 
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Cec équilibre n’auroic pas moins lieu , quand bien même 
on fuppoferoit incommenfurable le rapport des deux malTes, 
puifqu’il feroit toujours poffible d’exprimer ce rapport 
en nombres rationels , de maniéré que l’erreur fût moindre 
que toute quantité donnée. Lors donc que les mafles 
font en raifon inverfe des vîtelTes , dans deux mobiles qui 
agilTent l’un contre l’autre en fens contraires , l’équilibre a > 
toujours lieu. Nous avons déjà dit qu’il avoit lieu aulïï 
lorfque les malles & les vitefles oppofées étoient égales. 
On doit donc regarder comme inconteAable la propofition 
^ fuivante. J 

Principe de F Equilibré. 

7 6. Deux corps fe font équilibre j toutes Us fois que leurs 
direâions étant oppofées , leurs quantités de mouvement font 
égales. 

Conféquences qui en réjultent. 

Fig. deux corps A/ , w fe poulToient en fens 

contraire au moyen d’un levier inflexible , ou , 11 attachés 
par un fll inexcenfible, ils tendoient à s’écarter l’un de l’au- 
tre , avec des quantités de mouvement égales y il y auroit 
néceflairement équilibre entr’eux : car alors leur aétion 
réciproque feroit indépendante de la diflance Aîm. 

Fio. 7 8 • II. Si des trois corps Ai ' , M ^m , liés au même fil ,■ 
les deux derniers tirolent dans un fens oppofé à celui du 
corps M' i il faudroit J pour l’équilibre, que la quantité de 
mouvement de M ' fut égale à la fomme des quantités de 
mouvement des deux autres corps. 

79 ^ 
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' *79. III. En général , quelque foie le nombre des corps 

Ejfpendus au même fil , ou liés enfemble par la même verge , 
& agiflant les uns contre les autres , ils refteront en équi- 
libre , fi la fomme des quantités de mouvement de ceux qui 
tirent dans un fens , eft égale à la fomme des quantités de 
mouvement de ceux qui tirent dans le fens contraire. 

80. IV. Et puifque les puiflances fe mefurent par les 
quantités de mouvement qu’elles font capables de produire 
dans des malTes données , il fuit que lorfque des puiflances 
quelconques agiffent mutuellement les unes contre les au- 
tres , elles doivent garder l’équilibre , dans tous les cas où 
la fomme de celles qui agiffent en un fens , eft égale à la 
fomme de celles qui font effort en fens contraire. 

81. V. L’équilibre aura donc toujours lieu entre des puif- 
fances quelconques , quelles que /oient leurs direÛions , lorfque 
leur réfultante fera zéro. 

Remarque. 

Les principes que nous avons développés dans cette In- 
troduêUon , peuvent être regardés comme des loix géné- 
rales ; qui dérivent uniquement de la fimple exiftcnce de 
la matière & du mouvement , abftraêtion faite de toute 
hypothefe phyfique. Ces loix auroient donc lieu dans la 
Nature , fi elles ne recevoient pas des modifications fans 
nombre , d’une foule d’obftacles. 

Voyons donc maintenant jufqu’à quel point ces obfta- 
cles peuvent inBuei dans tout ce qui a rapport à l’équi- 
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libre 6c au* mouvement. Pour procéder avec ordre j nous 
n’examinerons les conditions de l’équilibre dans les ma- 
chines , qu’après avoir détaillé la théorie fort utile des centres 
de gravité. C’eft à la difcufllon de ces deux objets , que font 
dellinées les deux Scélions de la Statique. La première 
contient les méthodes & les formules néceflaires pour déter- 
miner dans tous les cas le centre de gravité. La fécondé a , 
pour but la defcription , les propriétés , le calcul, & les 
ufages des principales machines. 

Après avoir ainfi difcuté dans la première Partie de cet 
Ouvrage , ce qui a rapport à l'équilibre , nous traiterons 
dans la fécondé ce qui concerne le mouvement. 
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PREMIERE PARTIE 

D E 

LA MÉCHANIQUE 

0 U 

LA STATIQUE. 


SECTION /. 

Des Centres de Gravité. 


I. 

82 . N O us éprouvons tous qu’un corps abandonné à lui- 
même tombe perpendiculairement à l’hoiizon , & que lors 
même qu’on le foutient , ce corps tend à fe rapprocher de 
la furface de la terre , par un effort dirigé dans le même 
lêns. 

Des obfervations fans nombre atteftcnt qu’il en eft de 
même dans tous les pays , 6 c que ce phénomène n’a pas 
moins lieu fur les fommets des plus hautes montagnes , que 
dans les plaines ôc les vallons. Par-tout ^ jufques dans les 

Gij 
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plus profonds abîmes , les corps cherchent, pour ainfi dire 5 
à defcendre de plus en plus vers un point fixe , qui eft vifi- 
blement le centre de la terre , puifqu’elle eft fenfiblement 
ronde , & que les dire£lions perpendiculaires aux divers ho-; 
rizons tendent toutes vers Ibn centre. 

Mais cette tendance univerfelle n'eft point eflentielle aux 
corps. C’eft un effort réel , dont la matière , par elle-même 
eft incapable : rien dans fa nature ne l’exige , rien ne le 
produit , 6c fon inertie eft un obftacle de plus à l’exiftence 
d’un pareil effort. Il a donc pour principe quelque force 
extérieure dirigée vers le centre de la terre ; ôc c’eft cette 
force qui, comme nous l’avons déjà dit, s’appelle Gravité^ 
Pefanteur , Gravitation j o\x yittraBion. 

Quoiqu’il n’y ait que des opinions tout au plus vraifem- 
blables fur la caufe de la pefanteur, il eft aifé cependant de 
conftater fon exiftence , 6c de connoître fes effets. Or fon 
exiftence une fois avérée , 6c fes effets une fois connus , il 
n’en faut pas davantage pour expliquer tout ce qui a rap- 
port au mouvement 6c à l’équilibre des corps graves. Voici 
donc les obfervations les plus conftantes fut la pefanteur. 

II. 

83* 1% Elle agît également fur toutes les parties ma- 
térielles des corps terreftres , c’eft-à-dire , que dans le même 
temps elle leur communique la même vîteffe. On s’en, eft 
afsûré , en laiffant tomber au même inftant 6c de la même 
hauteur des maffes très-inégales. Le temps de leur chute 
eft abfoluraent égal , quand on fait l’expérience fous le 
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récipient de la machine pneumatique. Tous les Phyficiens 
favent que l’or , par exemple , quoique le plus compad des 
métaux , ne defcend pas alors plus vite , quand on l’aban- 
donne à fa feule gravité , que la laine , & la plume la plus 
légère. Si le temps de leur chute n’eft pas le même hors du 
récipient , c’eft que l’air s’oppofe inégalement à leur def- 
cente. Concluons donc que la pefanteur ell une force qui 
tend à imprimer à tous les corps la même vîteffe dans le 
même temps. 

III. 

84* Dans un même lieu de la terre & dans toute» 
les faifons de l’année , la pefanteur fait parcourir aux corps 
libres le même efpace dans le même temps , du moins fans . 
différence effentielle. Elle eft donc une force confiante qui 
agit également. 

85* 3% Et puifque fon a£lion fe renouvelle à chaque 
inflant fur tous les corps , foit pendant leur repos , foit pen- 
dant leur mouvement , on doit en conclure , qu’elle eft une 
force accélératrice , univerfelle & confiante. Delà vient que 
dans tous les pays , un corps defcend avec d’autant plus de 
vîteffe , qu’il a été fournis plus long-temps à l’impreflion de 
la gravité, 

8 6. 4% Au relie , la vîteffe que la pefanteur imprime 
dans un inflant infiniment petit à un corps quelconque , eft 
infiniment petite , fans quoi la vîteffe imprimée au bout 
d’un temps fini feroit infinie , ce qui eft impoffible. L’ac- 
tion inllantanée de la pefanteur n’eft donc comparable k 
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aucune puiflance finie J quelque petite qu’on la fuppofe , 
puifque celle-ci produit une vîteffe finie dans un inilant. Ce 
n’eft qu’après un temps fini que l’effet de la pefanteur eft 
comparable à celui des autres puiffances motrices. 

IV. 

87 * j”» Les dire£Hons de la pefanteur font parallèles 
dans un même lieu. Deux fils à-plomb , par exemple , gardent 
entr’eux un paralldlifme fenfible , dans un même bâtiment , 
dans une même ville , & en général dans tous les lieux qui 
ont fenfiblement le même horizon. Cela n’empêche pas de 
regarder ces direftions comme devant fe réunir au centre de 
la terre , parce que la difiance de ce centre à la furface peut 
être réputée infinie , par rapport à celle qui fépare les deux 
fils à -plomb. 

S 8- obfervations exa£les & fréquentes ont appris 

qu’un corps qui defeend librement en vertu de fa pefan- 
teur, fous la latitude de Paris, parcourt i y pieds un pouce 
une ligne | , ou i y 05)8 , ou plus exadement encore 2 175^ 
^3ijy5 lignes, dans la première fécondé de fa chute. Il 
parcourt dans la fécondé qui fuit, 4 y pieds 3 pouces ylig.fî 
& dans la troifieme , 7 y pieds y pouces p lignes. 

Delà on pourroit facilement déduire les formules nécef- 
faires pour déterminer dans le mouvement des corps gra- 
ves , foit le temps de leur chute, foit les hauteurs dont ils 
defeendent , foit la vîteffe qu’ils ont acquife à un infiant 
quelconque. Mais nous en réfervons le calcul pour la Dy- 
namique. 11 ne s’agit ici que d’équilibre ; êc fi nous avons 
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commencé pat donner quelques notions fur la pefanteur , 
ee n’eft que pour rendre plus intelligible la théorie des cen- 
tres de gravité , que nous allons expofer. 

Définition du centre de Gravité ^ avecla maniéré de 
le déterminer , lorfque les corps font 
fur une même droite. 

S 9. Puifque la pefanteur agit également fur toutes le» 
parties de matière qui compofent une maffe quelconque y 
chacune de ces parties fait donc un effort égal pour fe rap- 
procher du centre de la terre. De tous ces efforts particuliers 
unis enfemble réfulte l’effort général du corps entier vers le 
même centre , ôc cet effort total s’appelle le Poids du corps, 

90. Le poids d’un corps quelconque eft donc égal à la 
quantité de mouvement que la pefanteur tend à imprimer 
continuellement à ce corps : il eft donc proportionnel à la 
maffe , puifque la vîteffe de toutes les parties eft la même. 

Or ce poids ne peut être foutenu que par une puiffance 
dont l’énergie lui eft , tout au moins, égale. Il peut donc être 
regardé lui-même comme une puiffance réelle dont l’effort 
s’exerce perpendiculairement à l’horizon. Deux ou plufieurs 
poids peuvent donc être comparés enfemble , ôc fe contre- 
balancer mutuellement comme toutes les autres force» 
méchaniques. 

Mais à caufe de la liaifon qui fe trouve entre les diverfes 
parties d’un même corps , l’une ne peut obéir à la pefân- 
teur , fi toutes les autres ne lui obéiffent en même temps. 
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Donc puîfque les dlre£üons , fuivant lefquelles la gravité les 
follicite , font toutes parallèles , leur réfultante doit toujours 
pafler par quelque point intermédiaire , qui eft en quelque 
forte le centre de réunion de toutes leurs forces particulières. 
C’eft ce point unique dans chaque corps , que l’on appelle 
fon centre de gravité. 

P I . Et comme ce point étant foutenu , le corps refte né- 
ceffairement en équilibre , puifqu’alors la réfultante eft zéro ; 
réciproquement un corps ne peut reftfer en équilibre, fi ce 
point n’efl foutenu. Car faute defoutien, la réfultante aura 
fon effet , & le corps tombera. Concluons donc que le 
centre de gravité d'an corps eft un point dans lequel on conçoit 
que tout le poids de ce corps fe réunit & fe concentre , de maniéré 
qu’en foutenant ce point feul , on foutient le corps entier en 
équilibre y dans tous les cas. 

9 2 . On pourroit dire aufli que le centre de gravité d’un 
fyftême quelconque de corps eft un point par lequel paffe la 
réfultante de tous les efforts particuliers que chaque partie 
du fyftême fait en vertu de fa pefanteur , quelle que foit la 
fituation de ces corps, 

9 3 • Pour déterminer ce point , il fuffit de placer le 
fyftême dans deux fituations différentes , & de déterminer à 
chaque fois la direûion de la réfultante : car fi vous pro-, 
longez ces deux direêtions , elles fe rencontreront néceffai-: 
rement , & le point de leur rencontre fera le centre de 
gravité que vous cherchez. 

Il fuffira , pour vous en convaincre , de démontrer que 

dans 
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dans toute autre Htuatlon du fyftême , la rdfultante paflera 
toujours par ce point de rencontre. Pour cela , foient tant 
de corps que vous voudrez y Af , P, Ç placés fur une même 
ligne droite que nous fuppoferons inflexible & fans maffe : 
& afin de fimplifier encore davantage , nous regarderons 
ces corps comme autant de points où leurs maffes font 
concentrées. Soit g la vîtefle que la gravité leur imprime 
dans un certain temps, dans une fécondé par exemple , 
fuivant les lignes Af w , , Q^q perpendiculaires à l’horizon ; 

on aura A/g, Pg, ^g pour leurs quantités de mouve- 
ment. Ces forces pouvant être regardées comme de vérita- 
bles puifiances appliquées aux points A/, P, Ç , & parallèles 
entr’elles , on prendra arbitrairement fur le prolongement 
de QAf, un point C, par lequel on mènera la droite 
Cm'p'q' perpendiculaire à leurs direêlions. 

Cela pofé , on aura la diftancc Cr' à la direêlion de la ré- 


fultante, en faifant ( «Sj ) Cr' = ^ ^ 

= ; — - — i ; d OU Ion urera par la nature des 

A/ -+- P -t- Q * ' 

V . ,, AJ . CAJH-P.CP H-Q ,CQ , 

lignes proportionnelles, CR — p-Tq — ' 

diftance du centre de gravité R au point C : or cette valeur 
de CR ne dépend en aucune façon de l’obliquité de la 
ligne M ^ par rapport à l’horizontale : donc la réfultante 
de cet affemblage ou de ce fyftême de corps , pafiera tou- 
jours par le centre de gravité que nous venons de détermj- 
■ner , quelque foit la fituation du fyftême. 

94» Et delà il fuit, que ft tant de corps quon voudra f 


H 
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conftdérés comme des points , font finies fur la même ligne , on 
trouvera la diflance du centre de gravité à un point quelconque 
pris fur cette ligne , en multipliant chaque majfe par fa diflance 
â ce point , & divifant la fomme des produits par la fomme des 
majfes. 

p5* Appellant donc, Moment ^ le produit d’une maffe 
quelconque par fa diflance à un point ou à une ligne , on 
aura toujours la diflance de ce point ou de cette ligne au 
centre de gravité , en divifant la fomme des moments pat la 
fomme des maflfes. 

Remarque. 

Observez cependant que dans le cas où il y auroit de# 
corps placés aux deux côtés du point fixe , ce ne feroit pas 
la fomme totale des moments qu’il faudroit prendre , mais 
bien la différence des fommes de part & d’autre. 

ç6., Obfervez aufii , qu’au cas où tous les corps dont on 
cherche le centre commun de gravité feroient homogènes 
& par conféquent d’une égale denfité , ainfi que nous le fup- 
poferons dans la fuite , on pourroit fubflituer leurs fimples 
volumes à leurs maffes , afin de réduire la recherche des 
centres de gravité à une queflion de pure Géométrie. 

Recherche du centre de Gravité , lorfque les corps 
ne font pas fur une même ligne , quoique tous 
fitués dans le même plan. 

Fig. 5^7. jEfuppofe que l’es trois corps J/, P, Q confidérés 
comme de fimples points où leurs efforts particuliers en vertu. 
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de la pefanceur fe réuniflenc , foienc difpofés en triangle dans 
un même plan. Alors menant par un point quelconque C pris 
dans ce plan, une droite horizontale & une droite ver- 
ticale C P* , je pourrai tirer des pètpendiculaires de chaque 
point pefant fur chacune de ces deux droites. Au moyen de 
ces perpendiculaires, je trouverai bien aifément que la ré~ 
fultante de ce fyftême triangulaire , confidéré dans fa 
pofirion aduelle , palTera à une diftance 

U ^ Af . Mm'-hP . Pp'-hQ . Q/ 

AJ P -4- Q 

Et fl je fuppofe que tout le fyftême faffe maintenant un 
quart de révolution , de maniéré que l’horizontale Cp de- 
vienne verticale , je trouverai pareillement que la réfultante 
dans cette nouvelle poficion paftera à une diftance 

^ . Q J 

M -h P -h Q * 

Je connoîtrai donc le centre de gravité R ; mais refte à faire 
voir que dans toute autre fituatlon du fyftême , la réfui- 
tante doit pafler par ce centre. 

Or nous favons déjà ( yy ) que la fomme des moments 
rapportés à un point quelconque de la réfultante eft nécef- 
■fairement zéro , enforte qu'on peut afsûrer qu’un point ap- 
partient a la réfultante , toutes les fois que la fomme des 
moments rapportés à ce point, eft nulle. Donc fi ^ B eft la Fio. 
réfultante d’un fyftême quelconque dans une première fitua- 
tion, & fi dans une fécondé pofition- perpendiculaire à la 
première , la réfultante eft C D perpendiculaire à 5, il fuf- * 
lira de prouver que la réfultante dans toute autre pofition ell 

Hij 
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aflujettie à paffer pâr leur point de rencontre G , ou ce qui 
revient au même , que la fomme des moments pris par rap- 
port à une autre réfultante quelconque £ F eft zéro. 

^8. Soit donc M un des points pefants du fyftême, du- 
quel on mene les perpendiculaires Al P, AI A^R aux 
trois axes qui repréfentent nos trois réfultantes. On aura 
l’angle PG Al = P G Q — AfGQ, ôc par conféquent 
fin PG Al = fin PG Q cof AIG Q — fn MG^ cofP GQ i 
d’où l’on tirera^=> P G ^ — «/P G Q . ; ce 

qui donne P Al = fin P G Q . Al R — cof P G Q . AIQ. 
Prenant donc le moment du point Al par rapport à l’axe £ F, 
on aura Al . P Al — fin PG Al . Al R - — cof PGQ . M'. 
AIQ , & la fomme des moments fAI.PAl = fmPGQ. 
fAI. AIR — cof P G Q .fM . AIQ. OtABSaCD étant 
deux réfultantes , la Camme des moments de Al pris par 
rapport à elles doit être nulle : donc f AI . AIR = o, 6c 
f M . AlQ = o; ce qui donne enfin f M .P Al = o i donc 
la fomme des moments rapportés à une troifieme réfultante- 
quelconque P F eû zéro. Cette réfultante pafle donc tou- 
jours par le centre de gravité que l’interfeéUon des deux 
premières fait connoître. 

Recherche du centre de Gravité , lorfque les corps 
font ftués dans differents plans. 

pp. Soient deux plans ABCj BCd perpendiculaires' 
entr’eux ôt à l’horizon. Si de chaque point pefant M, P , Q' 
on mene des perpendiculaires fur chacun de ces deux pians ^ 
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on aura d’abord ( ^5 ) la diftance Rr de la rdfultante dans 
cette première fituation, au plan A B Cy en prenant la femme 
des moments par rapport à ce plan , & la divifant pat la 
fomme des maflês ; ce qui donnera 

_ Aî . Mm -t- P . Pp -l-Q . 

g itr= w_^.p^Q 

On trouvera enfuite par un calcul femblable fa diftance 

au plan B C d, qui eft 

„ , Al . M m' P . P p' -f- Q • Q ?' 

M4-P-t-Q 

Mais avec ces deux diftances on ne peut encore déter- 
miner que la réfultante que l’on fait être perpendiculaire à 
Fhorizon comme les plans ABC, BCd y & qui doit pafler 
par le point d'interfeâion R des deux diftances. On fait à 
la vérité que le centre de gravité que l’on cherche , doit 
être fur un des points de cette réfultante j. mais quel eft ce 
point ? 

Pour le déterminer, on imaginera le fyftême renverfé 
dans une fituation perpendiculaire, de telle façon que le plan 
horizontal aC d devienne vertical : & dans cette nouvelle 
fituation , la fécondé réfultante paftera à une diftance de ce 
plan , laquelle aura pour valeur la fomme des moments rap- 
portés à ce troifieme plan , divifée par la fomme des mafles. 

lOO. Donc pour connoître le centre de gravité d'un JÿJlcme 
quelconque dont les parties font fttuées dans différents plans , il 
faut fuppoftr trois plans perpendiculaires entreux ^ & la fomme 
des moments pris par rapport à chaque plan , divifée par la fomme 
des maffes, donnera la diftance du centre de gravité à chacun- de 
m plans. 
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Or ces trois dlftances une fois connues , il n’en faut pas ' 
davantage pour déterminer le centre de gravité. Il manque- 
roit cependant quelque chofe à cette théorie , H on ne dé- 
montroit pas que la réfultante dans toute autre lltuation du 
fyftême , doit nécelTairement pafTer par le centre de gravité 
ainfi déterminé. Pour le démontrer, il fuffit de faire voit 
que fl la fomme des moments pris fucceffivement par rapport 
à trois plans qui paflent parle centre de gravité, eft nulle, 
cette même fomme prife par rapport à tout autre plan qui 
palTera par ce point , doit être nulle aulll. 

Fie. lOI. Soient donc A G C t AG B y CG B trois plans 

l>0* 

perpendiculaires entr’eux , & par rapport auxquels la fomme 
des moments eft zéro. Soit un autre plan quelconque G 
paifant par le centre de gravité G. Soit M un des points pe- 
fants du fyftême , duquel on mené la perpendiculaire M Q 
au plan CG B : du point de projedion Q , imaginez une 
perpendiculaire Q_P tirée fur la droite G B. Imaginez en- 
fuite un plan MQ_ y N perpendiculaire au plan G VN ^ Ôc 
dans ce plan concevez enfin la droite M. N perpendiculaire 
à leur interfedion commune N V ; la droite Q V fera perr 
pendiculaire \ G V y &c l’angle Q VN mefurera l’incU- 
naifon des plans CG B , G V N. 

Tout ceci une fois coniju , la démonftration n’eft pas 
difficile. Cependant afin de l’abréger, fuppofons GP — x, 

P Q =. y ^ MQ = Zy l’angle VG £ = <*,& l’angle 
Q VN=b. 

On aura i°, l’angle Q.G V QG P — « , ce qui donne 
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fn Q'G V ■= ftnQGP cof a — fin a cof ^ C7 F ; d’où l’on 
déduit Q y y cof a — x fin a. 

On aura 2 °, l’angle A/ ^ — Q F'Af, ce qui donne 

fin M y N <= fmb cof Q^y M — finQ_ y M cof b ; d’où l’on 
déduit MN-=fimb . Q^y — MQ^,cofb= — xfina fin b 

Or A/A^ étant la perpendiculaire menée du point M fut 
le plan G y N ^ on aura pour la fomme des moments rap- 
portés à ce plan , fM . M N= — fin a fimb . fM ,x -f* 
eof a fm b . f M • — cof b . fM , z. 

Et puifque x , y , z font les diftances refpcclives du 
point Af aux trois plans perpendiculaires entr’eux, les fom- 
mes des moments f M . x y f M . y ,fM . z pris par rapport 
à ces mêmes plans font donc nulles. La fomme des mo- 
ments fM.MNy rapportés à un quatrième plan quel- 
conque G y N y eft donc nulle auffi. 

10 2. Après avoir ainfi développé la méthode de déter- 
miner les centres de gravité d’un fyftême quelconque de 
corps fitués dans un même plan , ou dans des plans diffé- 
rents : après avoir prouvé que dans chaque corps & dans 
chaque fyftême de corps le centre de gravité eft un point 
unique , qui tefte toujours le même dans toutes les fitua- 
tions poffibles , il eft à propos maintenant , d’appliquer ces 
principes k la détermination du centre de gravité dans les ' 
corps que la Géométrie nous apprend à mefurer & à con- 
noître. Cette application , au refte , n’eft pas à beaucoup 
près d’une ftérile curiofité elle réunit le double avantage 
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de rappeller les formules les plus utiles de l’analyfe ,*6c de 
fervir de fondement à la Statique dont les arcs ne fauroienc 
trop employer le fecours. 

I. 

Déterminer le centre de Gravité des lignes. 

f IG. I O 3 • Soit d'abord une ligne droite A B homogène dans 

■*'* toute fa longueur, & par confdquent uniformément pe- 
fante. Il cft aifé de voir que fa pefanteur totale réfulte de 
celle de chacun de fes éléments. Soit donc Af un de ces 
éléments infiniment petits , foit A le point auquel on rapr 
porte les moments ; A M=x,Mm = dx, 

Cela pofé, vous trouverez la diftance du point A au cen- 
tre de gravité, en divifant lafommedes moments de tous les 
petits poids Mm ^ par la fomme de ces mêmes petits poids. 
Vous aurez donc AG = d^-^. Otfx dx— ~ yttfdx^^Xf 
fans confiante , puifque ces deux intégrales s’évanouiffent 
en faifant x = o ; donc = Y > & faifant x = A B , 
afin d’avoir le centre de gravité de la ligne entière AB , on 
aura A G = — J dernier réfultat qui nous apprendroit, fi on 
ne le voyoit pas évidemment d’ailleurs , que le centre de 
gravité d’une droite quelconque uniformément pefante ejl toujours 
à fon milieu. 

I O 4* Si la pefanteur de cette Kgne n’étoit pas uniforme,' 
fon centre de gravité ne fe trouveroit plus au milieu. Pour 
fixer alors le point qu’il doit occuper , foit en général re-; 
préfenté.e par X la denfité de cette ligne en un point quel- 
conque 
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conque M , X étant une fon£tion de x : vous aurez /iG = 

~ jxix » ôc fi denfité au point M eft comme la diftance 
AAl^ vous trouverez ^ ^ =r^ = jX = jAB; 

donc alors le centre de gravité feroit aux deux tiers de la 
ligne , en comptant du point fixe A, 

IL 

'Déterminer le cintre de gravité du Férimetre 
des Polygones. 

105. Le périmètre d’un Polygone étant formé par l’af-' 
femblage de plufieurs lignes droites , il n’eft pas difficile d’en 
connoître le centre de gravité. Suppofons en effet les quatre <' 

lignes Af»j, Nn, Pp, Qq difpofées comme on voudra. Fr«. 

Leurs centres particuliers de gravité feront au milieu de 
chacune, ena,ù^c,f; & ces quatre points pourront être 

regardés comme étant chargés chacun du poids entier de fa 
ligne. 

Or nous trouverons ( py ) leur centre commun de gravité, 
en imaginant dans un même plan deux droites A a\ A a" per- 
pendiculaires entr’elles, fur lefquelles on mènera des perpen- 
diculaires de chaque point pefant , ce qui nous donnera , 

Ci //* 

Mm Nn-^Pp -t- Qq 

a QH _ Mm.aa"^Nn.bb"-t-Pp.cc"^Qq.ff >' 

Alm -t- Nn-t- Pp -t- Q f 

& avec ces deux diftances , nous connoîtrons dans tous les 
cas femblables le centre de centre de gravité G , pour un 
nombre quelconque de lignes uniformément pefantes, 

I 


Digitized by Googl 


Fie. 

»3- 


Fio. 

» 4 . 


Fio. 

*3- 


€<} TRAITÉ 

Les mêmes formules appliquées aux polygones réguliers^ 
'donneroient le centre de gravité de leur contour , au même 
point que leur centre de figure ; ce qui ne peut fouffrir au- 
cune difficulté. 

III. 

Dcterminer le centre de gravité d'une Courbe 
quelconque. 

I O 5. Soit la courbe A MB dont on demande le centre’ 
de gravité. Nous fuppoferons à l’ordinaire , C P = x , 
P M=y, Mm = ds , & nous aurons ^ d r 

pour l’expreffion du moment de Mm , pris par rapport à 
Taxe CP ; xd s fera fon moment rapporté à l’autre axe : 
donc le centre de gravité G de la courbe A MB fera dé- 
terminé par les deux formules GG'= , GG"=‘^l— y 
dans lefquelles on doit prendre les intégrales depuis A juf- 
qu’en B. 

1 0 7* Si la courbe a deux arcs égaux & femblables A By . 
AB' , il eft évident que leur centre de gravité doit être fur 
l’axe CP. Il faut donc alors calculer la diflance CG ^ 

fxdt -t- rfy* 

I I — !.iU ■ ' ' ■ - • • 

^ fV à 

Io8. La formule GG'=^-^^ y ayant fait connoitreIa> 
diflance du centre de gravité de la courbe A M Bih ligne 
des abfciffes CP, il eft aifé d’en déduire une méthode dif- 
férente de celle que donne la Géométrie , pour évaluer les 
furfàces courbes des folides de révolution. Car appelbnt c la.; 
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circonférence donc le diaractre eft i , c ’eft-à-dîre , falfant 
f = 3,141 , &c , on fait <{\X 6 ' 2cfy ds tO. la formule géné- 
rale de ces forces de furfaces. Elle exprime donc la furface 
courbe engendrée par la révolution de autour de 

l’axe C P : ainfi puifqu’on a d’ailleurs 2 c .GG' = '■lllli ^ 
en conclura 2cfyds=^s . ac.GG'»=le produit de la ligne 
génératrice A ME y par la circonférence que décrit fon 
centre de gravité, 

. 109. On peut généralifer ce réfultac y fie en conclure 
que yî tant de lignes quon voudra , droites ou courbes , 
tournent autour d’un axe quelconque , la quantité de furface 
engendrée far cette révolution fera toujours égale au fro~ 
duit de la fotnme des lignes génératrices , par la circonfé- 
rence que décrit leur centre commun de gravité , pourvû 
que tçutes ces lignes fuient f tuées du même coté , de taxe 
de révolution. Car s’il y en avoir quelques-unes de l’autre 
côté , il faudroic retrancher la fomme des furfaces qu’elles 
produifent en tournant , de la fomme des furfaces engen- 
drées par la révolution des autres lignes. . 

I I O. Delà fuit une méthode bien limple pour trouver 
le centre de gravité d’un fyftêrae quelconque de lignes. En 
effet la didance de ce centre à une droite prife à vo- 
lonté , fe trouvera en faifanc tourner le fydême autour 
de cette ‘droite , fie en divifant la fomme des furfaces 
engendrées , par la circonférence qui auroit pour rayon la 
fomme de toutes ces lignes. , 

Et réciproquement j fi on conaoit d’ailleurs le centre de 

lij* 
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gravité d’un fyAême de lignes y on aura très-aifément la 
furface du folide décrie par leur révolution autour d’une 
droite quelconque , en multipliant la fomme des lignes 
génératrices par la circonférence que décrit leur centre 
commun de gravité. 

III. Donc fi un polygone quelconque fyramétrique ou . 
régulier ^abfhk^ tourne autour d’une droite quelconque A B, 
la furface du folide engendré par cette révolution fera égale 
au produit du contour du poligone parla circonférence dont 
le rayon efi la perpendiculaire GG' menée du centre du 
polygone fur l’axe AB, 

Donc aulTl la révolution d’un cercle ou d’une ellipfe quel- 
conque ACE y autour de fa tangente au point A y engen- 
drera une furface égale au produit du contour de la figure f 
par la circonférence que décrit le rayon AC, Si le Xolide 
de révolution eft engendré par un cercle , alors fa furface 
fera la même que celle d’un quarré qui auroit pour côté la 
circonférence de ce cercle. 

En général , fi une figure quelconque a b de compofée 
de deux ou de quatre parties égales & femblables, ab, ac , 
cdy bd y tourne autour d’un axe quelconque A B yXz fur- 
face du folide qui en réfultera, fera égale au contour a b de 
multiplié par la circonférence dont le rayon ed G C y âc dont 
la longueur ed 2 e. G G'. 

Enfin y fi autour d’un point quelconque C font difpofées 
d'une maniéré fymmétrique , autant de figures que l’on 
voudra a, a'; b ,b'ÿey e' , la furface du folide engendré par la 
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révolution du fyftôme entier autour d’un axe A B , fera égale 
à la fomme des contours de toutes ces' figures, multipliée par 
dre , CC' = 2 c , CC'. 

Les différentes propofitions que nous venons d’énoncer ; 
pourroient être démontrées direftement par les feuls princi- 
pes de la Géométrie : mais il s’en faut bien que cette maniéré 
de les déduire , aie toute l’élégance de la méthode fondée 
fur la tliéorie des centres de gravité. 


Applications. 

112. On demande le centre de gravité G du contour 
d’un triangle A BC^. . . . Cherchez d’abord la diflance de ce 
centre au côté AC y tn faifant tourner le triangle autour de 
ce côté , & en divifant la furface qu’il engendrera , par la 
circonférence dont le rayon feroit égal au contour du trian- 
gle. Vous trouverez que A B décrit un cône qui a pour 
furface A B .^c ire . BD, pendant que B C décrit un autre 
cône dont la furface eft B C . fc/Vc BD; donc 

_ (A s -h IiC){nrc BD {{AB-\-BC)BD 

^ circ{AB-t-BC-hAC) A B-i- BC AC ' 

Le principe des moments eût donné immédiatement ce ré-' 
Ciltat , puifque le moment du côté AB cR {AB. BDy ôc- 
que celui du côtd B C eA { B C . B D. 

Cherchez enfuite par une conftruâion géométrique le 
point G, 6c pour cela , foit E le milieu de la perpendiculaire’ 
B D y 6c foit menée à la difiance G G' une droite G F pa-’ 
tallele à la- bafe A C. Vous aurez E F =* { B D — GG' —■ 
T : c’eft-à-dire , qu’en divifant la furface du trian-- 


Fiej. 

}o* 


{BP . AC 
AB-t-BC-i-AC 
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gle propofé par fon périmètre , vous aurez la dlAance E F, ' 
& que par conféquenr le point F fera déterminé. C’eft tou- 
jours par ce point que doit paffer la ligne FG parallèle à la 
bafe AC. 

Cherchez enfin par le même procédé la parallèle JC G au 
côté BCf & fon interfeélion avec F G vous fera connoître 
le point G, centre de gravité du contour triangulaire// B C. 

1 1 3 • Il eft vrai qu’on eût pu déterminer ce centre d’une 
maniéré plus facile, & aufii générale. Car foit a le mi- 
lieu du côté AC, foit b le milieu de BC , 6c foient G G', G G" 
deux perpendiculaires menées du centre G. que l’on fuppofe 
connu , fut les côtés A C, B C. Cela pofé, le problème fera 
réfolu , fl on connoît aG' fx. b G^'. Or pour les connoître , 
faites ces deux proportions , 

^AC: AB-^BC—AC: lAB — B C.aG'. 
^BC:AB -\-AC— BC : : A B ^ AC: b G". 

I 1 4 * Cherchons maintenant le centre de gravité G d’un 
arc circulaire A M. . . Sa diftance G G' au rayon AC 
trouvera en divifant la furface de la calotte fphérique que 
décrit l’arc A M dans fa révolution autour de A P , par la 
circonférence qui a pour rayon la longueur de cet arc. On 
aura donc d abord G G = = -TiT- 

Puis , en le faifant tourner autour de l’axe perpendicu- 

yr.^, CQ.r;>f.lC TM. AC ^ r 

laire B C, on aura C G' =» — : — = — — — ; ôc on fera 

(tre AM AM 

les deux proportions fuivantes. 

La longueur de l’arc AAIe&k fon finus verfe AP, comme 
le rayon efi à la dillance G G', du centre de gravité au rayon 
AC. 


I 
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La longueur de l’arc A M \ fon finus droit P Af , 
comme le rayon eft à la diftance C G', du centre de gra- 
vité à l’axe BC. 

Il fuffira cependant de calculer l’une de ces deux diftan- 
ces : parce qu’on voit bien que le centre de gravité doit être 
fut un rayon CG qui divife en deux parties égales l’arc AM ; 
& c’eft aulfi ce que font voit les valeurs précédentes ; car 
elles donnent—, = p-jÿ > donc les triangles CGC Sx. A PM 
font femblables , & l’angle A M P =s G C C= ^A CM. 

Quand on aura donc à déterminer le centre de gravité G^ 
d’un arc MA M y on tirera un rayon CA par le milieu A y 
& on prendra fur ce rayon, une partie C G' = > c’eft- 

à-dire , une quatrième proportionnelle à l’arc , à fa co.de, 


& au rayon. 

D’où il fuit réciproquement que fi on avoit d’une maniéré 
exaâe êc rigoureufe le centre de gravité d’un arc de cercle , 
on auroit au(Ii-tôt la reêUBcation de cet arc. ^ 

115. Soit à préfent un arc parabolique MA M divifé 
en deux parties égales au fommet/^,& foit le paramétré = 1. 


On aura doncy_y = x, ôc AG = 


fyydy)A i 

idy K t-i-Ayy 


(ï07 ) 


-hy(^ +*yy)‘ — -hfdy\^ »-t-w 


y(i-*- 4 yy)‘ 


JdyV^t -y-^yy 

forte que menant la tangente Af T & la normale A/A,on aura 

i_ MTt , NT. Air j_ 

8.4A/ '"S' 


Reûe donc à prendre une quatrième proportionnelle à SAM, 
NT Sx MT y dont on retranchera le feiaierae du para-- 


Fig;- 
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mètre , afin d’avoir la diftance AG A\x centre de gravitd Ç 

au fommet A. 

I I 6. Soit enfin propofé d’affigner le centre de gravité 
de l’arc cycloïdal M AM, dont le cercle générateur ait 
pour dianietre A B a. On aura par la nature de cette 
courbe, A M* = s'' — & par conféquent 

ftii ft^dt t‘ /• 4a» , 

AG = = = = = = T .V. 

t lia/ lia lia ’ 

Le centre de gravité G eft donc au tiers de l’abfcifTe AP, 
6: celui de toute la cycloïdc fe trouve au tiers du dia-, 
métré A B. 

Remarque. 


I 1 7 . Si les lignes dont on cherche le centre de gravité 
font de nature différente , ou ne peuvent être exprimées pat 
la même équation , alors il faut chercher le centre de gravité 
particulier de chacune, 6c après l’avoir [trouvé on le confi- 
dérera comme un point chargé de tout le poids de fa ligne. 
Ces centres combinés entr’eux donneront le centre commun 


que l’on cherche. Voici un exemple. 

I I g. Etant donné un arc MAM ôc fa corde MM, 
trouver leur centre commun de gravité . . . Cherchez d’a- 
bord le centre de gravité G de l’arc MAM par la dif- 
tance CG => ^ puifque P eft le centre de gra- 

vité de la corde MM, regardez G ôc P comme chargés 
des poids M A M , M PM. Enfuite calculez la diftance 

la proportion fui- 

vante qui vous donnera fa valeur 

MAM 
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MAM-^MPM : MPM ; : CA CP: CG', 

puifque CG. MAM=CA . MP M ^ & vous connoî- 
trez le centre cherché G'. La méthode générale (iio) vous 
donneroit le même réfultat. Paffons aux centres de gra- 
.vité des furfaces planes. 

IV. 

Déterminer le centre de gravité d'une Surface plane. 

119» Soit PM une courbe quelconque rapportée à 
Taxe A P : foit AIP pm l’élément de la furface du trapeze 
B CPM. Le centre de gravité R de cet élément eft en même 
temps fon centre de figure , Ôc on peut le confidérer comme 
chargé de tout fon poids ydx. Ainfi les moments de ce petit 
reêlangle , pris par rapport aux axes perpendiculaires AP, 
A Q ktont ydx , RR', àcydx.RR". Or RR' = \y, & 

RR" = X : donc G G' = , Sx. AG' = ^ , où il 

[ydx^ Jydx^ 

faut avoir foin de prendre les intégrales depuis B jufqu’en M, 
l’origine des abfcilfes étant en A. 

12 0 . Si on imagine que la figure B CPM falfe une ré- 
volution autour de l’axe A P ,\t folide engendré aura pour 
mefure cfyydx; Sx puifqu’on a par la valeur de GG', 
ac . GG' . fyd X = cfyydx , on en doit conclure que le 
folide formé par la révolution de l’efpace B C PM autour de 
l’axe A P égal à un prifme droit qui auroit pour bafe 
cette furface , & pour hauteur la circonférence décrite par 
fon centre de gravité. 

K 


Fig, 

îr* 
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I 2 I. Or la même propriété a lieu quelle que foit la 
figure génératrice , & quel que foit fon éloignement de l’axe. 
Suppofons en effet une figure quelconque B CD rapportée à 
un axe P, Sx. menons une ordonnée P MM.' qui coupe 
en M 6t.en A/'les parties inférieure 6c fupérieure du contour 
de cette figure. Soit P = x , P y , P M' =» y' : nous 
aurons (y' — pour l’élément de l’efpace BM' M y 
pour la diftance de fon centre de gravité à l’axe A P, 

ôc — üj dx = ^ -- dx pour fon moment rapporté 

au même axe ; d’où nous conclurons GG' 3 ou 

2 c . GG' . BC D = c fy'y'dx — cfyydx. Or il eft clair 
que c fy'y'dx eft l’expreffion du folide engendré par la ré- 
volution de la partie fupérieure B CD du contour de la 
figure , Sx que c f y y d x donne également le folide engendré 
par la révolution de la partie inférieure B A/ D. La diflfé- 
xence de ces deux folides fera donc la valeur de celui que la 
figure BC D engendre dans fa révolution autour de l’axe 
AP. 


12 2 . Au refte , quelque foit le nombre des figures gé- 
nératrices , cette méthode trouvera toujours fon applica- 
tion. Car d’un côté , chaque figure multipliée par la cir- 
conférence que décrit fon centre de gravité , donne pour 
produit le folide qu’elle engendre dans fa révolution ; 6c de 
l’autre côté , la fomme des produits de chaque figure pat la 
circonférence que décrit fon centre particulier de gravité 
eft égale à la fomme des figures multipliée par la circonfé- 
rence que décrit leur centre commun de gravité , puifque 
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les circonférences font proportionnelles aux rayons , & que 
la fomme des produits de chaque figure par la diftance de 
fon centre de gravité à Taxe , eft égale à la fomme des figu- 
res multipliée par la diftance du centre de gravité de leur 
fyftcme au même axe. Donc le produit total donnera la 
fomme des folides engendrés par la révolution de chaque 
figure. On doit donc regarder comme général le Théorème 
fuivant. 

123* Toutes les fols qu'une ou pltifieurs figures quelconques , 
fituées dans te même plan , tournent autour d’un axe pris â vo- 
lonté dans ce plan , la fomme des folides quelles engendrent par 
leur révolut ion , efi égale à la fomme de toutes ces figures , multi- 
pliée par la circonférence que décrit le centre de gravite' de tout 
le Jÿfiême. 

Obfervez cependant que fi toutes les figures génératrices 
n’étoient pas du même côté de l’axe , il faudroit fouftraire 
la fomme des folides produits par les figures qui font d’un 
côté , de la fomme des folides engendrés par les figures 
fituées de l’autre côté. 

Ce Théorème & celui que nous avons démontré aupa- 
ravant ( lop ) font d’un grand ufage en Méchanique. On les 
connoît généralement fous la dénomination des T.h 'orèmes 
du^ F. GtiUm , qui les publia le premier dans un ouvrage inti- 
tulé Ccntrobaryca, 

124. Pat le dernier Théorème , on peut donc mcfurec 
la folidité de tout folide engendré par la révolution d’une 
figure fymtnJtrique quelconque, comme on a déjà mcfuré, 

Kij * 
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par le premier théorème , les furfaces courbes des memes 

folides. 

Donc i®, fi le polygone fymmétrique de la figure 2 y 
tourne autour d’un axe quelconque B , le folide engendré 
aura pour mefure le produit de la furface génératrice pour 
la circonférence qui a pour rayon G G. 

2®, Si le cercle A CE tourne autour de fa tangente AB ^ 
le folide engendré aura pour mefure la furface de ce cercle , 
multipliée par fa circonférence. Son expreflion fera donc 
2 a’ £■*, en appellant a fon rayon. 

3° , Si une ellipfe , ou toute autre figure compofée de 
deux ou de quatre parties égales , femblables 6c fymmé- 
triquement placées par rapport à un point G , tourne au-; 
tour d’une ligne quelconque B , le folide qui en réful- 
tera , fera égal à un prifme droit qui auroit pour bafe la 
figure génératrice , 6c dont la hauteur égaleroit la cir*« 
conférence décrite par la révolution du centre G. 

4® , En général , s’il y a par rapport à un point C tant de 
figures que l’on voudra , égales, femblables , 6c diftribuées 
fymmétriquement autour de ce point , le folide engendré 
par la révolution de tout le fyftême autour d’un axe quel- 
conque, aura pour mefure la fomme de toutes les furfaces 
génératrices , multipliées par la circonférence dont le rayon 
efi CC. 

I 2 J. Réciproquement , lorfqu’il s’agira de trouver le 
centre de gravité d’un èfpace quelconque , on fera tourner 
cet efpace autour d’un axe déterminé à volonté , 6c le 


Digitized by Coogic 


DE MÉÇHANIQUE. 77 

folide qu’il engendrera , étant divifé par la furface généra- 
trice & par 2Cf on aura pour quotient la diftance du centre 
de gravité à l’axe de rotation. Prenant donc une autre de 
ces diHances à un fécond axe pris aufll à volonté , le centre 
de gravité fe trouvera déterminé. 

Il y a cependant un petit inconvénient dans l’application 
de cette méthode ; c’eft que pour s’en fervir avec avantage, 
il faut connoître d’ailleurs la mefure de ces folidcs : fans 
quoi il faudrait avoir recours aux formules générales (1 ip). 
Voici quelques applications qui répandront un nouveau jour 
fur toute cette matière. 

Exemple I. 

» 

126. On demande le centre de gravité d’un trapeze 
quelconque A BMP ^ celui d’un triangle & celui de toute 
autre figure re£Uligne. 

La Géométrie nous a déjà appris que le cône tronqué dé- 
crit par la révolution de ce trapeze autour de l’axe A P z 
pour valeur P [A B' A B . M P M P') , & que la 
furface du trapeze eft exprimée par-j- A P {A B MP). 

Donc la difiance GG' ^ A G" = ^ 

, AB'-h AB .MP-hMP^ I . t r 

AB-hMP > AB-hMp • 

que cette valeur eft abfolument indépendante de la ligne 

Pareillement , le cône droit décrit par la révolution du 
triangle B Q AI autour de l’axe A Q , a pour mefure j- BÇ . 
c . Q AP, ou ce qui eft la même chofe ,jc. AP^ (MP — AB); 
pendant que la folidité du cylindre décrit par la révolution 


Fro. 

37 * 
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du rectangle A PM ^ autour du même axe A Q z pour me- 
fure c . AP' .MP : donc le folide engendré par la révolution 
du trapeze ABMP eft exprimée ^zïc . A P' (|A/P -f- 1 ^^5) ; 
donc la didance GG" =. AG' = rc . (.i b ^ ^^,p) _ 

ïf -i (Wfi-t-AlP) 

±^P ± y4 P i. 

'AÜ-+.MP > ‘ 

Or il eft aifé de voir que ces formules ont lieu quelque 
foit l’angle fait fur les parallèles AB y MP ^ par la fé- 
cante P, pourvu qu’on ait toujours foin de prendre GG' 
& G G" refpeaivement parallèles \ A <l àc z A E. On 
aura donc , par le moyen de ces deux formules , le centre 
de gravité d’un trapeze quelconque. 

127. Et delà , ft on fait A B = o , le trapeze fe chan- 
gera en un triangle A MPy dont le centre de gravité G fera 
bientôt déterminé en prenant A G' z=^ A P , Sx. en menant 
G'G = ^MPy parallèle à AfP. 

Mais fi par le centre G ainfi déterminé & par le point A 
vous imaginez une droite AGF, vous aurez AG' : A P o\x 
2: 3:: AG : AF : : GG': F P ; donc F G = j A F , & 
FP = ^M P i ce qui vous donnera une conftruûion fort 
fimple , pour déterminer le centre de gravité d’un triangle 
quelconque AMP. Pour cet effet , menez la droite A F du 
fommet , au milieu F du côté oppofé , & prenez fur cette 
ligne , une portion F G qui en foit le tiers. G fera le centre ‘ 
cherché. 

128- Il eût été facile de trouver la même conftruêHon 
d’une maniéré encore plus 'fimple , qui ne fuppofe point du 
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tout le calcul précédent. Car puifque la droite F menée Fio. 
du point au milieu F du côté oppofé MP, divife en 
deux parties égales toutes les parallèles zMP, elle paffe 
donc par tous leurs centres particuliers de gravité. Menant, 
donc du fommet M une droite M H zu milieu H du côté 
oppofé ^ P , cette fécondé ligne palTera de même par tous 
les centres particuliers de gravité des parallèles au côté y^F. 

Elle pafTera donc nécelTairement par le centre de gravité du 
triangle , ainfi que la première droite F. Ce centre fe 
trouvera donc au point de leur interfeélion. Mais pour en 
déduire la valeur de F G, menez la droite H F; elle fera 
parallèle au troifieme côté A M , àc vous aurez PH: PA , 
ou i : 2 : : H F : A M : : G F : AGi donc FG = j A F. 

I 2 ç. Quoi de plus aifé maintenant que de trouver le 
centre de gravité d’un figure quelconque rediligne ? On 
la divifera d’abord en triangles , dont on déterminera fépa- 
rément les centres de gravité : puis on cherchera le centre 
commun de gravité de tous ces triangles , & ce centre fera 
celui de la figure propofée. 

Exemple II. 

130. On demande le centre de gravité d’un demi-feg- Fio, 
ment circulaire AMP, celui d’un fegment entier, & ce- 
♦ui d’ un fedeur. 

Soit A P = X , P M =y f A C= a ; èc nous aurons 
yy==2ax — XX , èx. fyyd x ==f {2a x d x ■— x x d x) 

a x* — ^x\ Donc G G' = 

* AMF 
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Pareillement f x y d x =/ (^x — a ,dx \/ 2ax — xx -P 
,dx 2a X — xx^ = — J ( aa* — x x)' 


a 

PMI 


AM? î 


J a.AMP—ipMi , 

àoTic AG' = wa;p— = T-^mp. 

Le réfultat feroit le môme , fans avoir befoin de ces inté- 
grations, fi après avoir fait tourner fuccelTivement le demi- 
fegment A M P autour des axes CA &cCB , on mcfuroit 
les portions de fphere qui en feroient provenues. 

I 3 I . Maintenant , pour avoir le centre de gravité de 
tout le fegment MA AI l Al , il ne faudra plus que la dif- 

* P Af * ^ * 

tance CG' = ^ ^ , dont la valeur calculée pour le demi- 


cercle B A B donnera — . — , ce qui revient à très-peu près 

à^a. 

132. Refte à trouver le centre de gravité du feûeur 
AI A Al Ci voici trois maniérés différentes d’y parvenir ; 
I®, on peut le décompofer en deux parties dont l’une fera 
le fegment MA AI? AI ^ l’autre fera le triangle AICM. La 
première a fon centre de gravité en G', la fécondé en G'"; 
donc le feéleur doit avoir le fien dans un point r , tel quô 
l’on ait 


(MAMP M+ MC M)Cr=:CG' . ilAMPM-t-CC'.MCM = 
fPMi^jCr.CP. PMs=jPM(CP'-hPM‘ ) = j-P Al .C Al* ; 

, ^ i-PM.CM* ^ MM. CM . J , 

donc c r = = T • “TTTiîT donne la pro» 

portion fuivante pour déterminer dans tous les cas le centre 
de gravité d’un feôleur circulaire. 

L’arc MAM eft à fa corde MAI , comme les deux 

tiers 
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tiers du rayon font à la diftance du centre du cercle au cen- 
tre de gravité du fecleur. 

2°, On peut fe repréfenter lefeéleur, comme formé par 
des triangles infiniment petits C Nn qui ont tous leur fom- 
met au centre du cercle , & dont les centres particuliers de 
gravité font rangés de fuite fur un arc B ED décrit du 
rayon CB = ^ CM: or le centre de gravité de Tare B E D, 
fe trouve (114) en prenant ' 

CB . BFD . CM. MM 


Fto. 

41. 


CG 


BED 


Md M 


3®, On peut encore fuppofer que le fecleur C MA M 
tourne autour de l’axe C K perpendiculaire à CA : & alors 
le folide engendré fera une efpece de feâeur fphérique qui 
aura pour mefure la furface engendrée MM . mul- 

tipliée par le tiers du rayon. On aura donc (lay) 
MM.1r.dC.4dC , CM. MM 


CG = 


if.MdM.4cM 


Md M 


Exemple III. 

133* Soit une parabole A M d’un ordre quelconque Fio; 
qui ait pour équation jc On aura dx = my”'~'dy, 

fydx= fmy^dy = + 1 j Jonc 


GG' 


jfvydx 


m 

m 


Jydx 


-r*' = 


xm -t- 4 


.PM, 


GG"=s — 

fjdx 




I 




— yim.+- I 

■ t-' %m 


-H I 




m + l 


Formules qui pour la parabole ordinaire donnent GG'sa\MP. 

L 
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iüGG" — \/4 P. Son centre de gravité fera donc toujours 

aifé à connoître. 

Exemple IV. 

I 3 4* Si on avoit à trouver celui d’un fegment elliptique 
PM f on pourroit rapporter les moments au fécond axe, 
& faifant CP = x , PM =y f C A =■ a ^ CB —b ^ on 

trouveroit CG = Or y y = b b — j donc 

xdx = — ^ydy, ècf—yxdx = \ . ; donc 




PN> 

NANPN' 


MA HP M 


■7 MAMPM 
b 


Ce centre eft donc le même que celui du fegment circulaire 
NAI^PN. Il en eft de même du centre de gravité du lec- 
teur elliptique C M A MC ^ comparé au fe£teur circulaire 
CNA N C y dont l’arc eft toujours déterminé par le pro- 
longement de M M. 

V. 

Déterminer le centre de gravité des Surfaces 
courbes. 


1 3 5 • y avoir de difficulté dans cette recher- 

che , quand il s’agit de la furface latérale d’un prifme : car 
on voit bien que le centre de gravité de ces fortes de fur- 
faces doit néceffai rement fe trouver au milieu de la ligne que 
décrit le centre de gravité de la bafe pendant la génération 
du prifme. Paflbnsdonc aux furfacesdes folides de révolution, 
136 . Soit une furface courbe produite pat la révo- 


i 
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lution de l’arc M B autour de l’axe ^ P. Il eft évident que 
fon centre de gravité G doit être dans cet axe , 6c que fi on 
connoiflbit fa diflance à l’origine des abfcilTes que nous fup- 
poferons en , par exemple , ce centre feroit entièrement 
déterminé. 

Or l’élément Mm décrit la furface d’un cône tronqué, 
laquelle a pour mefure 2 f_y dr , & qui a fon centre de gravité 
au point r , milieu de P p. Ce point eft en quelque forte 
chargé feul du poids de la furface 7.cyds: fon moment pris 
par rapport à l’origine A des abfciffes , eft 2 cxyds : donc, 
la formule AG ==-^^~^fera toujours connoître les centres 
de gravité des furfâces courbes. 

Exemple I. 

On demande le centre de gravité de la furface courbe Fm. 
, d’un cône droit quelconque MA M ? 

Soit A P = Xf P M— y y fie l’angle MAP ï= a. Vous 

aurez d’abord = x rang a,6cds = : puis AG = y 

d’où vous tirerez AG = y^^ = \x=\ AP. Ce centre de 
gravité eft donc le môme que celui du triangle MA M. 

Il eût été tout aulTi facile de parvenir au même réfukat , 
en imaginant la furface convexe du cône , partagée en une 
infinité de petits triangles égaux fit femblables MAm, 
dont les centres de gravité particuliers fe trouvent tous à 
une circonférence décrite du pôle fit du rayon AD = 

7 A M. Car le centre de gravité de cette circonférence eft 
en G , à la diftahee AG =a^ A P f comme il eft évident. 

Lij* 
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O N demande où eft le centre de gravité de la furface d’une 
calotte fphérique , âc en général , d’une zone quelconque f 
Soit a le rayon de la fphere, foit B l’origine des abfciiTes. 

fxdx 

On :iüï2iyds = adx, & par conféquent BG = ^xi 

ce qui donne généralement le centre de gravité d’une calotte, 
ou d’une zone fphérique quelconque , au milieu de fon 
épaiffeur, 

ExempleIII. 

Si BiHeft un arc de parabole , dont le fommet B foit . 
l’origine des abfcifles, & dont l’équation foitj^ = a', on 
trouvera le centre de gravité de la furface conyexe du para- 
boloïde , par la formule fuivante 

BG = = Tr(»-i-4jr)^— 1] — f [(t — 13 

jyd,y{x + ^yy) 4. i [( i 1 ] ' 

; ■ = 4-. 

r 1 a« 

C «-+- 4»')'— 1 . , . . • • ; 

VI. 

Déterminer le centre de gravité (£ un folide quelconque, 

137. Concevez ce folide partagé en tranches infiniment 
minces ôc parallèles à un plan que vous prendrez à volonté, 
I^ommez 7Tune quelconque de ces coupes , & * fa diftance 
au plan que vous aurez pris ; alors T d a: exprimera la foliJité 
d’une tranche quelconque y x T d x exprimera fon mo- 
ment : donc la diftance du centre de gravité au plan en 
queftion fera généralement exp rimée par la formule 3 
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dans laquelle fT dx eft la même chofe que le volume du 
folide. Répétez ce procédé par rapport à deux autres plans 
perpendiculaires entr’eux 6c au premier, vous aurez leurs 
trois dillances au centre de gravité , 6c ce centre pat confé- 
quent fera déterminé. 

Exemple I. 

138. Soit propofé de trouver le centre de gravité des 
prlfmes 6c des cylindres droits ou obliques , celui des pyra- 
mides, des cônes, 6c généralement celui de tous les polyèdres. 

1 °, Les tranches des prlfmes 6c des cylindres étant toutes 
parallèles 6c égales, il eft clair que leur centre commun de 
gravité doit fe trouver au milieu de la ligne droite qui paflTe 
par les centres de gravité particuliers des deux bafes. Ce pre- 
mier cas n’a donc aucune difficulté. 

a®. L’autre n’eft guere moins facile. Car tous les corps 
engendrés à la maniéré des pyramides, peuvent être partagés 
en coupes femblables 6c parallèles à la bafe : 6c alors la 
droite yi D menée par le centre de gravité D de cette bafe , Fi®. 
doit évidemment pafler par le centre de gravité de chacune 
de ces coupes , 6c par celui du folide. 

• Donc pour connoître la diftance AG , concevez d’abord 
le poids de chaque tranche réuni en un point D fur la même 
droite A D que vous appellerez x. Remarquez enfuite 
que toutes ces coupes font proportionnelles aux quarrés de 
leurs diftailces refpeâives du point A : vous aurez donc , 


'ji Q > w = » Â n 

^ ^ ^fn'dn 4 * = 4 " 
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Donc le centre de gravité des folides pyramidaux eft toujours 
aux trois quarts de la diftance D comptée de leur fommet, 
ce qui facilite beaucoup la recherche du centre de gravité 
de toute forte de polyèdres. 

Exemple II. 

l39* Soit propofé de trouver en particulier le centra 
de gravité des folides de révolution. 

Je prends un fegment quelconque perpendiculaire à l’axe 
de révolution , ôc je dis : Le centre de gravité de ce fegment 
doit néceffairement être fur cet axe. Or la formule des fo- 
lides de ces fortes de tranches ell donc la diftance 

du centre de gravité à l’origine des abfcilTes fera générale- 
ment exprimée par 

Pour en faire une première application , je cherche le 
centre de gravité d’une calotte fphérique quelconque ; 6 c 
pour cela, j’ai d’abord yy= 2ax — x x , qui me donne 
fyy X dx = jax' — -J- x^. J’ai enfuite fyy dx = a x* — -j-x* ; 
donc la diftance du centre de gravité d’une calotte fphérique^ 
au fommet de cette même calotte eft 


Fiç. 

44 . 


BG=z 


\ax> — 


84 — 3* 


•X. 


4 ** f*» 1X4 — 4* 

Enforte que faifant x = 2 a , pour avoir le centre de gravité 
de la fphere entière , que l’on fait d’ailleurs être au centre 
même de figure, on auroit BG = a. 


ExempleIII. 

K 

Fio. On demande le centre de gravité d’un feâeur fphérique 
quelconque C MA B i 
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Tout feûeur fphérique peut être ddcompofé en deux 
parties , dont l’une eft un fegment fphérique A MB ^ l’autre 
eft un cône droitCBAf: or i°, le fegment fphérique a fon 
centre de gravité G à la diftance AG = -ilZ-LL^c & le 

cône CB M a le fien G', à une diftance AG'=s ^’’'^" . 2“, La 
folidité du fegment a pour valeur 5 aar’ — jf’ ), celle du 
cône eftL(<* — x) ( ^ax — xx ) , 6c celle du feôleur = 
y c a'x. 

Donc fi on prend les moments par rapport au point A ^ afin 
d’avoir le centre de gravité G" du feêleur entier, on aura 

jca'x. AC"= — (îax'-x>) x') H- i- (J - X) (,4 * - » x) OllL 

} \ii4-4Jf y J \ 4 

& toute rédudion faite , AG" = î ce qui donne le 

centre de gravité de la demi-fphere aux cinq huitièmes de 
fon épaifleur, en comptant du fommet. 

On obtient le même réfultat, en concevant qu’un fedeur 
fphérique eft formé d’une infinité de petites pyramides qui 
toutes ont leur fommet au centre C, ôc dont les centres par- 
ticuliers de gravité fe trouvent dans une furface fphérique 
décrite d’un même centre C, 6c d’un rayon égal aux trois 
quarts de C M. Or le centre de gravité de cette furface eft 
à une diftance > du point A. 

ExempleIV. 

140. Etant donné un paraboloïde , un hyperboloïde, 6c 
un ellipfoïde, trouver leurs centres de gravité. 

1°, L’équation de la parabole génératrice étant_y^=Ar, 
on a tout de fuite A G = — \A P. 

Jxdst * 
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2®, Dans l’hyperbole , yy= 2ax~i^xx donc en fubfti- 
tuant dans la formule générale, on aura 

Fig, 

48. fjxax -t- xx)icdx _ 8a-l-}y 

J (i a X -i- X x) ix iia-t-^x^^ 

OÙ l’on voit qu’en prenant une très-grande abfcine x^ylG 
= ^ j: , & qu’au contraire fi on prend x très-petite, âG der 
vient =\x; enforte que AGk trouve toujours entre les 
deux tiers & les trois quarts de A P. 

5°, Quant au centre de gravité d'un fegmentellipfoïdal 
quelconque fait perpendiculairement à l’axe , il eft conftam- 
ment le même que celui du fegment correfpondant de la 
fphere circonfcrite. On le trouvera donc en fuivant le même 
procédé. 

Mais n la feêUon faite dans l’ellipfoïde , au lieu d’être 
perpendiculaire à l’axe , lui étoit inclinée d’une maniéré quel- 

Fic. conque M P A^, comment déterminer alors le centre de 
gravité du fegment MS N P qui en réfulte ? 

Suppofez mené par le centre C un plan elliptique perpen- 
diculaire au plan coupant , lequel divife le fegment propofé 
en deux parties égales & femblables. Suppofez encore le 
dcmi-diametre CPS mené par le point P milieu de M N. 

Cela pofé, on démontre en Géométrie que la coupe 
MP N une ellipfe dont le grand axe eft A/ , & qui , à 
la grandeur près , reffemble en tout point aux autres cou- 
pes parallèles dont les grands axes refpeâifs feroient les 
doubles ordonnées du demi-diametre CS. Or delà, il fuie 
.1®, que le centre de gravité G eft fur le derai-diamecre C S;- 
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2® , qu’en faîfant SP = x,PM=yfCi>'= Wjla dlftance 
de ce centre au point S fera 

fPM'adx f xâx (imx xx) 8m— jx 

fPM'dx fdx(imx — xx) tim — 4 *^* 

valeur parfaitement femblable à celle que l’on a pour le grand 
axe de rellipfe génératrice. 


Exemple V. 

C 1 4 I* Etant donné un demi-cylindre droit élevé fur le 
demi-cercle DAB, on demande où feroit le centre de gra- 
vité d’un Onglet quelconque provenu de la feélion du cylin- 
dre, faite par un plan elliptique D B E \ 

Ce centre doit néceflairement fe trouver dans un des 
points du plan triangulaire CEA, qui partage l’onglet en 
deux autres folides égaux & femblables entr’eux. Or fi 
G G' eft la perpendiculaire menée du centre de gravité G fut 
le rayon C A , W faudra i“, déterminer CG'\ & pour cela , 
nous fuppoferons le folide partagé en tranches parallèles au 
diamètre D B , te perpendiculaires à la bafe. 

Chaque coupe fera un reélangle M PNn p m, dont la bafe 
fera 2^, & dont la hauteur Pp égalera^, en faifant CA 
AE=ab, Se C P — X. Maintenant lion fait à l’ordinaire 
PM =y = ^aa — xx , on aura pour la furfacc d’une de 


ces coupes —xy , pour la folidité d’une tranche quelconque, 
^xydx, & pour fon moment pris par rapport à un plan 
perpendiculaire k la bafe , lequel pafTeroit par B D , on aura 
— x'y d X. 

Donc CG'= ^fx^dx^(xa-xx) 

[xydx fxdx y (aa — x x) 

M 


* 

Fio. 

JO. 
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= — (a* — x^)^ d Ar|/ a’ — a:*^ 


— jx{ a*' — X*) » -+- 7 a* 


CDMP. 


Donc pour le folide entier , l’intégrale fera ^ a * . 
CDMAC ou j a’ . AMD. Pareillement fxdx\^ a* — x* = 
— (a* — x*)i'], ôc fa valeur totale = j a’ ; d’où nous 
remarquerons , en paflant , que la folidité de l’onglet = 
t± .|a’ = ia*^. Donc tn^inCG' = tL^J^ = iAMD, 
ou à peu près ^AC. 

2®, Refte à déterminer l’autre diftance G G' i ce que l’on 
effeduera , en imaginant que le folide eft partagé en tran- 
ches parallèles à fa bafe. Chaque coupe fera un fegment 
mpna, égal à fa projedion M? N A : appellant donc 2 la 

J. , . , fMPNA.xdz ^ 

perpendiculaire Aay on aura GG = (m?na — dV’ 
fMPNA . d 2 eil encore la folidité de l’onglet que nous avons 
déjà trouvée = 7 <ï*^> donc puifque2= — , nous aurons 
[MP N A . zd Z ‘’^JMPNA .xdx = ‘’^^ {MPNA . 
^ — f’^ d . MP NA ). D’ailleurs d.MP NA = — iydx ; ^ 
donc fMP NA , xàx MP N A f x*dx\/' aa — xx 

= MPNA .7 — 7* (cï*— x*j > -h . CDMP s & la 


valeur de cette intégrale prife pour tout le folide , donnera 
ia\ A MD idoncG G' == ^rz --AMD^^iz 

du quart de la circonférence que décriroit le rayon E A. 

De ce calcul on tire C G* : G'G : : I : ; donc 

* i(a X 

le centre de gravité G eft fur la droite CGA menée du 
centre C au milieu K de la ligne AE : & *en effet cette 
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droite paffc par tous les centres de gravité particuliers des 
coupes reüangulai res Mmn N qui forment l’onglet; elle 
doit donc palTer aufli par leur centre commun de gravité , 
qui eft vifiblement le même que celui de l’onglet. Ainfi pour 
déterminer ce centre, il fuffit de prendre CG* égale aux 
trois-huitiemes du quart de la circonférence de la bafe , fie de 
. mener par le point G' une perpendiculaire à cette bafe qui 
. , aille rencontrer en G la ligne C K. J 

f Remarque. ^ 

14 2- Par tout ce qui précédé , on doit voir qu’il n’y 
a point de ligne', de furface , ni de folide dont le centre de 
gravité ne fe trouve , toutes les fois qu’on a leur équation. 
Il n’en eft pas de même , lorfqu’un folide , par exemple , eft 
tellement irrégulier , qu’on ne peut calculer qu’à peu près 
fa folidité : car alors , il ne faut s’attendre qu’à des réfultats 
plus ou moins approchés pour le centre de gravité. 

On les obtient , ces fortes de réfultats, en confidérant un 
tel folide comme un aflfemblage de tranches fi petites , 
qu’elles puiffent être rapportées fans erreur fenfible , foit 
aux folides prifmatiques , foit à d’autres corps géométriques 
dont on connoifTe le centre de gravité. Cette décompofition 
une fois faite , on prend à l’ordinaire la fomme des moments 
de toutes ces tranches , par rapport à un plan déterminé , 
& on divife cette fomme , par celle des tranches mêmes , 
afin d’avoir la diftance du centre de gravité à ce plan. 

> Et fi le corps n’cft pas fymmétrique , on répétera le même 

procédé , par rapport à deux autres plans perpendiculaires 

M ij 


« 
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entr’eux & au premier, afin de déterminer, au moins à peu 
près , le centre commun de gravité. Pour compenfer le 
défaut d’exaéUtude dans ces fortes de réfultats , il efi à pro- 
pos de confidérer alors le centre de gravité, non plus comme 
un point mathématique , mais comme une petite fphere dé- 
crite du point trouvé comme centre , & d’un rayon d’au- 
tant plus petit , qu’on aura lieu de croire le calcul moins 
inexad. 

Pneà d'une autre Méthode pour déterminer 
les centres de gravité. . 

1 4 3 • On trouve dans les Mémoires de l’Académie 
Royale des Sciences , une méthode fort fimple qui donne 
généralement toutes les formules déjà calculées pour les 
centres de gravité. Comme U eft affez agréable de parve- 
nir aux mêmes réfultats par des routes diflférentes , nous 
indiquerons ici celle que M. Clairaut a tracée dans un petit 
mémoire que le Volume de 1731 contient. En voici le 
fondement. 

• Le centre commun de gravité de deux corps fe trouve en di- 
vifant la ligne qui joint leurs centres particuliers de gravité , 
en raifon inver/e de leurs poids. 

Ce principe une fois pofé , l’Auteur confidere dans une 
furface quelconque , un de fes éléments infiniment petits , 
& prenant le centre de gravité de cet élément , ce qui eft 
toujours fort aifé , il fuppofe une droite menée de ce point 
au centre de gravité cherché. Fuis il divife cette ligne en 


4 
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lalfon inverfe des poids de la furface entière & de fon élé- 
ment ; d’où il tire la formule des centres de gravité de toutes 
les furfaces. 

Exemple I. 

Soit une courbe quelconque MAM^ divifée en deux Fi«. 
également pat fon axe AF ; il eft clair que fon centre de 
gravité doit être fur la ligne P : je le fuppofe en G. Ce- 
lui de fon élément Mm mM eft au milieu de Pp : mais 
P P eft infiniment petit ; on peut donc fuppofer en P le cen- 
tre de gravité de cet élément. Suppofons en^ le centre de 
gravité de la furface mAm, enforte que G^foitla diffé- 
rentielle , ou la fluxion às, AG ^ & nous aurons , en faifant 
AG = Uf AP=x, PM^y, 

Gg :gPou GP(x — u) : iMmmM {2y d x) : MAM ( 2 fy d X), 
d’où on déduit d ufy dx = xydx —^y dx , Si. uydx^h 
dufydx = xydx, dont l’intégrale ufydx =fxydxj 
donne« = ^G = i^( IIP). 

E X E M P L E II. 

Soit un efpace quelconque A PM compris entre l’abf- Fio. 
ciffe l’ordonnée P M Si l’arc AM, On demande les *** 
formules de fon centre de gravité. 

Suppofons d'abord que cet efpace varie d’une quantité 
infiniment petite MmpP \ le centre de gravité 0 de cet 
élément fera au milieu de P M. Suppofez enfuite que l’ef- 
pace donné A P M ait fon centre de gravité dans un point 
quelconque G , Sc menez h droite G 0. Le centre cherché 
doit être dans un des points^ de cette ligne. 
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Pour déterminer ce point , divifez G 0 de m&nlere que 
G g foit ïgO :: MmpP : A P Ai ^ après quoi abaiflant fut 
AP les perpendiculaires GG', & menant G R parallèle 
kA P jVOus aurez ou G 0 : G'g' : G' P' :: MtnpP : 

apm. 

AG'=u G'g'=:^d> 


Suppofam donc< 


|GG' = f 




= dt 

vous trouverez ” 

A P =^x Pp =dx 

PM = y Po =^y 

ce qui donne pour la proportion ci-deflus , 

G g :G 0 :: du : X — u : :y d x : f y dx\ 
d’où l’on tire également u=^AG'— 

GO K donne- 


Cela pofé, les triangles femblables Ggh, 
ront G h : G R: :g b : OR y ou algébriquement 
du : X — dt : jy - — t :: y dx :fy dx : 
vous aurez donc d t ,fy dx== \yy dx — rydxyScdt .fydx 
- 4 - ty d X — ^yy d X. Or l’intégrale de cette équation eft 
tfydx = \fyyd X ; donc enfin r = G G' = ( “9 )• 

Exemple III. 

Soit propofé de calculer les formules du centre de gravité 
d’un arc quelconque A M = s» 

Prenez G pour le centre cherché, 6c fuppofez en M celui 
de l’élément M m ; menez MG que vous diviferez en un 
point g f dans le rapport de Mm \A M \ puis vous tirerez 
des parallèles comme dans la figure précédente , ôc confo- 
vant les mêmes dénominations, vous aurez 

G h:GR:‘.gh \ MRyO\x du". x—'U : : dt:y ’—t 
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éc G g : GM’.'. G'g' ; G'P : : Mm'. ^ M 


Donc 


du : X — « : : 
dt : y — f : : 


ds : s 
ds : s 


Donc 


u = ^G'=i^‘l 
t = GG'=^^ 


Formules parfaitement femblables à celles que nous avons 
déjà trouvées ( io5) pour le centre de gravité des arcs. Il 
ne feroit pas difficile de calculer , en fuivant la même mé- 
thode f les formules qui déterminent le centre de gravité 
des folides. , 


Quelques applications de la Théorie des centres 
' de gravité, 

La théorie des centres de gravité n’eft pas de pure fpé- 
culation , comme bien d’autres. Elle fert à expliquer beau- 
coup de phénomènes de la Nature, principalement ceux qui 
regardent la ftabilité des corps. U ne fera donc pas inutile 
d’ajouter ici quelques éclaircilT^ents qui fervent de bafe à 
ces applications. 

1 44- Puifque le centre de gravité eft ce point unique où 
toute la pefanteur d’un corps fe réunit , ôc le follicite au 
mouvement , il eft clair que ce corps ne peut refter en re- 
pos , à moins que (bn centre de gravité ne foit foutenu. Mais 
comme il n’eft pas poffible de le foutenir immédiatement , 
on ne doit s’attendre à voir le corps en équilibre , que dans 
le cas où fon centre de gravité fe trouve dans la verticale 
qui paffe par le point de foutien. 

• F*I6 

Suppolant donc qu’un folide quelconque B B foit attaché 
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en C, ou foutenu en , on voit qu’il ne peut être fixé dans 
fon équilibre, à moins que CG Sx. ^ G ne foient dans la 
verticale , qui pafle par le centre de gravité G. Dans tout 
autre cas , le poids du corps agira , fans que rien s’oppofe à 
fon a£tion , de maniéré à la détruire , 6c il en réfultera une 
efpece de rotation. Mais lorfque le point de fufpenfion ou 
de foutien fera verticalement oppofé à la diredion du centre 
de gravité , tous les efforts de ce centre feront anéantis , ÔC 
l’équilibre aura lieu. 

I 4 5 • Réciproquement , toutes les fois qu’un corps quel- 
conque fera en équilibre, on conclura que fon centre de 
gravité eft foutenu fuivant une ligne verticale. Ainfi , pour 
déterminer ce centre d’une maniéré bien fimple , on pofera 
le corps fur une des arêtes d’un prifme triangulaire , pat 
exemple , de façon qu’il y refte en équilibre , & alors on 
marquera fur fa furface la ligne de fon interfedion avec l’a- 
rête du prifme. Puis , on le |^fera fur une autre face fie dans 
une autre fituation , fur la même arête , fie on cherchera 
pour la fécondé fois fon équilibre , dont on marquera la 
ligne comme la précédente. Ces deux lignes fe couperont , 
& n du point de leur interfedion , on imagine une perpen-: 
diculaire menée dans la profondeur du corps , cette ligne 
paffant par fon centre de gravité , marquera la diredion fui- 
vant laquelle il faut le foucenir ou le fufpendre , pour avoir 
fon équilibre. 

Au défaut d’un prifme triangulaire , on peut fe fervir du 
bord d’une table , fur lequel on place le corps de maniéré 

qu’U 
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qu’il folt près de tomber , fans qu’il tombe cependant. On 
marque avec un crayon la ligne decontad, & on difpofe 
enfuite le corps dans un autre fens , quoique également près 
de fa chute, ce qui donne une fécondé ligne qui coupe la 
première. Le refte s’entend affez. 

On peut aufli fufpendre le corps par un de fes points , & 
quand il eft bien en repos , on fuppofe une verticale menée 
du point de fufpenfion tout à travers du corps. On le fuf- 
pend enfuite par un autre point, on conçoit une fécondé 
verticale , qui va couper la première , & le centre de gra- 
vité fe trouve toujours à leur interfeélion. 

1^6. Cherchons maintenant la condition de l’équilibre 
pour un corps foutenu par deux de fes points. Il faut, en 
général , que tout l’effort de fon poids foit détruit par 
la réfidance des deux appuis. Or il ne peut être ainfl 
anéanti , que lorfque le centre de gravité fe trouve dans le 
plan vertical qui paffe par tes deux points : toute autre fi- 
tuation n’empêcheroit pas le corps de tourner autour de l’axe 
qui repofe fur ces mêmes points. Il éprouveroit même 
des ofcillations fans nombre autour de cet axe, fi le frotte- 
ment des pivots & la réfifiance de l’air ne le fixoient pas 
enfin dans la fituation convenable à l’équilibre. 

147 * Dans cette nouvelle pofition , il n’eft pas difficile 
de déterminer les charges refpeêtives des deux appuis. Sup- 
pofons en effet que G foit le centre de gravité d’un corps Fio. 
dont tout le poids eft cenfé agir fuivant la perpendiculaire 
G g. On décompofera cette puiffance ai deux autres parai- 

N 
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leles a,Bb qui pafleront par les appuis A ôc B : menant 
enfuite une droite quelconque agb dont les parties feront 
connues, on fera ces deux proportions •, a b eft au poids du 
corps , comme b g eft à la charge de l’appui ^ , comme a g 
eft à la charge de l’appui B. 

I 4 8 - S’il y avoir trois points d’appui , B , C, non en 
ligne droite , le corps feroit abfolument immobile , & on 
pourroit alors fe fervir de la méthode fuivante, pour cal-, 
culer la charge de chaque appui. 

Concevez un plan ^ B C qui paffe par les trois points 
donnés , & qui rencontre en G la verticale G g menée par 
le centre de gravité. Cela pofé , fi on appelle G le poids du 
corps , y/ , B , C les charges des appuis , & fi on décompofe 
la f uiflance G en deux autres qui paflent par C & par D, on 
aurad’abord£>C:G::DG:C= ^^.G: : GC: D = Hg. 
Décompofant enfuite la puiflance D en deux autres qui 
paflTeront par A Sx. B y on aura • 

DC AB . DC AB ,ÜC 

On parviendroit au même but, en imaginant deux plans 
verticaux qui laifiTafient du même côté ces appuis & le centre 
de gravité : car alors en nommant les diftances des 

appuis Ay P y C , & du centre de gravité G, à l’un de ces 
deux plans , nommant de même a\ b'yc'yg'y leurs diftances à 
l’autre. plan , on auroit ces trois équations ; 

^A a -+- Bb -f- Ce = Gg 
' Aa'-^ Bb'-^ Cc> = G^ 

A H- B C = G 
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Jovi Ton tireroit aifément les valeurs des charges //, B, C. 

I 49* Mais n le corps eft pofé fur un plan horizontal , 
quelles font les conditions de fon équilibre ? 

P, S’il n’eft appuyé fur ce plan , que par une de fes ex- 
trémités , il faut que la verticale abaiffée du centre de gra- 
vité G , paflfe par le point de contafl C. Sans cela , vous Fie. 
verrez le corps fe renverfer du côté vers lequel fera dirigée 
la verticale. Au lieu que Ci vous la fuppofez dirigée au 
point C, le corps doit nécelTairement relier en repos, puif- 
que le mouvement qui tend à l’entraîner fuivant la verticale, 
ell détruit par le plan , & que d’ailleurs il n’y a pas la moin- 
dre raifon , pour qu’il fe renverfe d’un côté plutôt que d’un 
autre. 

II eft vrai que le "plus petit ébranlement excité dans le 
plan , ou. que le fouffle le plus léger peut troubler cet équi- 
libre , fur-tout fi le corps a une certaine hauteur , & s’il eft 
appuyé fur une pointe fort aiguë ; mais c’eft qu’alors une 
puifiance étrangère venant fe joindre à celle de la gravité, 
le corps eft entraîné par la nouvelle réfultante, ce dont il 
n’eft pas queftion ici. Concluons donc que pour établir un 
corps en équilibre fur une de fes pointes, il faut que le centre 
de gravité 6c cette pointe foient dans *ine même verticale. 

1 1°, S’il s’agit d’obtenir cet équilibre dans le cas où le 
corps repofe par une de fes faces fur un plan quelconque, il 
faut que la verticale G C abaiffée du centre de gravité paffe fio, 
par un des points de la bafe^ fans quoi le corps culbutera du 
côté de cette verticale. 

N ij 
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C’eft ainfi que les murailles fe foutiennent perpendîculaH 
rement à l’horizon , lors mCme que les pierres ne font point 
liées entr’ellcs par du mortier ou par du plâtre, toutes les 
fois qu’elles font bien à-plomb. Jamais elles ne peuvent 
être renverfées, tant que la verticale qui paiTe pat leur cen- 
tre de gravité , eft appuyée fur les fondements. Donc la fta- 
bilité d’un mur dépend beaucoup de l’épailTeur de fes fon- 
dations. 

Et cette Habilité fera toujours d’autant plus forte , que le 
mur fera moins élevé , toutes chofes d’ailleurs égales : car 
s’il eft d’une hauteur confidérable , la plus petite inclinaifon 
fera tomber aifément hors de la baie , la perpendiculaire qui 
paffe par le centre de gravité. La chute du mur fera donc 
inévitable , fi à force de ciment, ou de crampons de fer, 
ou d’étais, on n’oppofe pas une réfiftance proportionnée 
aux efforts de la réfultante. 

Suppofons en effet que G C foit la verticale menée par le 
centre de gravité , & décompofons fon effort en deux 
autres, l’un G F tout le long du mur, l’autre GE perpendi- 
culaire à ce même mur. Le premier fera détruit par la ré- 
fiftance des fondements : le fécond ne peut l’être que par la 
forte liaifon de la maçonnerie : car alors cette muraille fait 
les fondions d’un levier d’autant plus favorable à l’effort GF, 
qu’elle eft plus inclinée. Il faudra donc en /i une réfiftance 
d’autant plus forte , qu’un bâtiment fera moins à-plomb ; ce 
qui rend palpable l’utifité des fondations profondes & bien 
affifes. 


Digitized by Google 


DE MÉCHANIQUE. loi 

150 . Quant aux corps qui font appuyés par plufieurs 
faces fur un plan horizontal , ils doivent relier en équilibre, 
foit que la verticale menée du centre de gravité tombe fur 
l’une ou l’autre de ces faces , foit qu’elle tombe entr’elles , 
de maniéré à ne pas les lailTer toutes du même côté. Si l’une 
de ces deux conditions n’a pas lieu , on ne pourra point dé-> 
compofer la réfultante en autant de puilTances parallèles qu’il 
y aura de points de conta£i ; elle ne fera donc pas détruite 
totalement , & pat conféquent ces fortes de corps fe renver- 
feront fur le plan qui les foutient. 

Soit, par exemple , le corps M appuyé en/4 &cen B. Pour F le. 
qu’il relie en équilibre , il faut que la verticale menée par 
fon centre de gravité palTe par un des points de la ligne /4 B. 

S’il étoit appuyé en /4y en B 6c en C, alors fon équilibre 
cxigeroit que la verticale tombât au-dedans du triangle 
/4 BC : Sx. Cl /4 y B y 6c C étoient des furfaces quelconques 
qui fervilfent d’appui au corps A^, il faudroit pour la même 
raifon que la verticale tombât au-dedans de la figure trian- 
gulaire formée par les tangentes des trois bafes. 

I 5 I • Concevez maintenant une mafle de la forme /4GB , Fio. 
qui fuivant les conditions que l’on vient d’expofer, foit en 
équilibre fur fcs deux bafes A Sx B y Sx fuppofez que fon 
centre de gravité foit en G : fon poids agira fuivant la verti- 
cale G C, ôc 8’elfor<;ant d’écarter à droite 6c à gauche les 
parties qui s’oppofent à la defcente du point G , il employera 
toute fon énergie , à en précipiter la chute. Donc fi le corps 
fift flexible jufqu’à un certain point , l’eflbit de fon cenue 
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de gravité le fera fléchir , jufqu’à ce que la réfiftance des 
parties latérales s’oppofe à de nouveaux degrés d’inflexion , 
& alors tout fe paflera y comme fi le corps étoit devenu par- ' 
faitement roide. 

Nous en voyons daiis la Nature des exemples fréquents ; 
car tous les corps ont quelque degré de flexibilité plus ou 
moins grand. Les cordes fur-tout y font fort fujettes ; 6c 
c’eft ce qui empêche qu’on puilTe jamais les tendre exaêle- 
ment en ligne droite , dans toute autre diredion que celle 
de la verticale. On a beau employer une très- grande force y 
elles confervent toujours une certaine inflexion , qui fe fait 
principalement remarquer dans leur milieu. Les poutres mê- 
mes, pour peu qu’elles foient longues & chargées, fe cour- 
bent & s’afFailTent d’une maniéré fenfible, lorfqu’elles ne font 
appuyées que par leurs extrémités. Delà vient qu’on eft fou- 
vent obligé de les étayer par le milieu, afin de prévenir leur 
rupture. 

Remarque. 

La fiabilité d'un corps fut un plan horizontal dépend , 
comme nous l’avons dit , de la pofition de fa réfui tante pat 
rapport au plan qui le foutient. Donc plus cette réfultante 
approche du centre de gravité des furfaces par lefquelles le 
corps efi appuyé , plus le corps efi fiable ; & plus elle 
s’écarte de ce centre en s’approchant des bords , plus la 
chûte du corps eft prochaine. 

C’eft ce que nous éprouvons tous les jours de mille ma- 
niérés différentes. Lorfque nous fommes debout & bien 
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droits , la verticale men<fe par notre centre de gravité pafle 
exadement entre nos pieds (cette verticale s’appelle la ligne 
de direâion. ) Quand nous marchons , prefque tous nos mou- 
vements ont pour but de maintenir cette ligne dans la même 
pofition ; & lorfque nous ne fommes appuyés que fur la pointe 
d’un pied , il faut que la réfultante aboutifle à ce point d’ap- 
pui. En général nous ne pouvons jamais tomber , que lorfque 
notre ligne de direéüon laiffe nos appuis du même côté. 

Quand il s’agit de porter d’une main un poids confidérable, 
un fceau d’eau , par exemple , notre centre de gravité change 
de place , la ligne de diredion en change aufli , & nous nous 
Tentons entraînés vers le côté du poids que nous portons. 
Notre marche alors devient moins libre , & fi le poids eft 
trop lourd , nous courons rifque de tomber. Si nous préve- 
nons la plupart de ces chûtes , c’eft que par un méchanifme 
d’autant plus admirable qu’il e(l plus naturel , plus prompt , 
& moins" pénible , nous rappelions bien vite notre centre de 
gravité vers le fens contraire, en étendant (implement l’autre 
bras. Lorfque nous voulons marcher, en portant à droite & 
à gauche des poids égaux , cela nous devient plus facile , parce 
que des charges égales ajoutées de p'art 6c d’autre ne changent 
point la ligne de diredion , ôc que le centre de gravité ne 
fatigue pas inégalement les parties de notre corps. 

Pour gravir au haut d’une montagne efearpée , nous 
nous jettons plus ou moins en avant fur la pointe des pieds , 
pour contre - balancer l’effort de notre poids qui tend à 
nous entraîner en arriéré ; 6c par une raifon contraire , nous 
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nous appuyons fur les talons, quand il faut defcendre d’une 
montagne , ou d’une échelle un peu roide. En général , nos 
mouvements particuliers ôc fur-tout le frottement contri- 
buent beaucoup à modifier les effets de notre poids , & à 
conferver une fiabilité confiante au milieu de tout ce qui 
tend à la détruire. Mais l’expérience & l’habitude en enfei- 
gnent plus à cet égard , que tous les livres de Méchaniquc 
enfemble. Voyez avec quelle adrelTe les Danfeurs de corde , 
les Couvreurs & les Mouffes gardent leur équilibre , dans des 
pofitions où les plus habiles Méchaniciens feroient fou- 
vent bien embarraffés. 

Du mouvement uniforme des centres de gravité, 

1 ^ 2 . Soit un fyfiême de corps parfaitement libres , qui 
n’étant pas liés entr’eux puiffent obéir aux impulfions qu’oa 
leur donnera féparément. On demande quel fera le mouve- 
ment du centre de gravité de tout le fyfiême , fi chacune de 
fes parties fe meut avec une vîteffe particulière. 

Ici on voit que ce centre doit changer de fituation & fe 
mouvoir à mefure que l’état du fyfiême varie. Ce n’efi plus 
ce point fixeôc immuable qui réunit en quelque forte toutes 
les forces d’un même corps ou d’un même fyfiême dont les 
parties font liées entr’elles. C’efi un point mobile dont U 
direcHon & la vîteffe dépendent de celles que chaque partie 
du fyfiême efi fuppofée avoir. 

Or nous favons que toutes les fois que les parties d’un 
fyfiême font animées de mouvements égaux & parallèles dans 

le 
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le même fens , la réfultance générale pafTe par le centre de 
gravité ( P3 ) , & l’oblige par conféquent de fe mouvoir avec 
une vîtefle égale & parallèle à celle du fyftême. Donclorfque 
plufieurs forces égales 6c parallèles agiflent enfemble ôc dans 
la même direêlion , fur les diverfes parties du même fyftême, 
le centre de gravité doit fuivre leur direâion , ôc avancer en 
ligne droite avec toute la vîtefle commune. 

Pareillement , fi le centre de gravité d’un corps ou d’un 
•♦fyftême quelconque dont les parties font folidement liées 
cntt’elles , fe meut par l’aêlion de quelque puiflance , fon 
mouvement doit fe diftribuer également dans tout le fyf- 
tême ; 6c chaque partie doit fe mouvoir avec une vîteflfe 
égale 6c parallèle à la Tienne. 

I 5 3 • Donc, en général, fi une force quelconque agit fur 
un corps fuivant une direêlion qui pafle par fon centre de 
gravité , toutes les parties de ce corps marcheront enfemble 
dans des direêtions parallèles à celle du centre. Pour con- 
noître leur vîtefle , on divifera par la mafle du corps , la 
quantité de mouvement que la puiflance aura imprimée. 

Ainfi, pourvu que les directions de plufieurs puiflances 
éoncourent toutes au centre de gravité , ou du moins pourvu 
que leur réfultante pafle par ce centre, le'mouvement du 
corps fera parallèle à la direction de la réfultante , ôc la 
vîtefle de chaque partie fera égale à la réfultante divifée par 
la mafle du mobile. Bien entendu qu’alors on fuppofe les 
parties du fyftême folidement unies entr’elles.- 

J 5 4* D’après cela , cherchons les propriété» que doit 

O 
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avoir le mouvement du centre de gravité G d’un nombrvî 
quelconque de corps ^ , B , C, &c, mus uniformément fui- 
vant des lignes parallèles aAybBycCf avec des vîteffes ref- 
peûives Fy Vy 

■ I®, Ce centre doit fuivre une ligne droite G G' y parallèle 
aux direétions des corps. Car puifque dans l’origine du mou- 
vement ) la fomme des moments eft zéro y fi on les prend 
par rapport à tout plan qui pafle pat GG', il faut qu’elle foie 
zéro encore dans la fuite , puifque la dillance de ces corps» 
au plan que l’on a choifi , eft conftamment la même dans l’hy- 
pothefe préfente. Donc le centre de gravité fe trouve à 
chaque inAant fur tous les plans qui palfent par G G' ; il ne 
s’écarte donc pas de leur interfecUon commune , qui eft cette 
même ligne G G'. 

2 ®, Son mouvement doit être uniforme. Car en fuppofanc ' 
que ahgc foit le profil d’un plan perpendiculaire aux direc- 
tions des mobiles , on a au commencement du mouvement 
( A ”4“ B -4- C) G g = A , Aa -+* B ,Bb ■+* C , Ce y 
& après un temps quelconque ces corps ayant parcouru/ 
les efpaces f^ty V'ty V"t y enforte qu’ils fe trouvent en 
A' y B* yC y Icut ccntte de gravité fera en G' ; donc en rappor- 
tant les moments au même plan vertical abgc y on aura 
( A -+■ B ■+■ C) G* g = A , A' a B . B' b -+- C . Ce 

te ft on fouftrait de cette équation celle qui précédé , il 
viendra 

{A-\-B~^C)GG'^A,ÀA'-^B.BB'-\-C.CC>^ 

C. v"t = ( A bvj-¥ cvj’\t 
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Donc l’efpace G G' parcouru pat le centre de gravité eft 
proportionnel au temps ; donc le mouvement de ce centre 
cft uniforme. 

3®, La fomme des quantités de mouvement de tous ces 
corps eft égale à la feule quantité de mouvement de leur cen- 
tre de gravité. Car fi on appelle v la vîteflc de ce centre , on 
aura 

Ot A B -^C exprime la mafie du centre de gravité ; 
donc le premier membre de l’équation exprime fa quantité de 
mouvement. Le fécond membre eft évidemment la fomme 
des quantités de mouvement des trois mobiles. 11 y a donc 
égalité parfaite. 

Au refte , il ne faut pas oublier , lorlque quelqu’un de ces 
corps fe meut en fens contraire aux autres , de retrancher 
fa quantité de mouvement de la fomme des autres’, pour 
avoir celle du centre commun de gravité. 

Il fuit delà que fi les différentes parties d’un fyftême ont 
des vîteffes égales, parallèles éc dans le même fens , la vîteffe 
du centre de gravité doit toujours être égale à celle de cha- 
que partie , ainfi que nous l’avons déjà dit. 

155* Il fuit encore , que les parties d’un fyftême quel- 
conque de corps étant mifes en mouvement pat des forces 
parallèles , le centre de gravité doit fe mouvoir avec la vîteffe 
qu’il auroit acquife pat l’aêlion fimultanée de toutes ces 
puiffances, fi elles lui euffent été appliquées immédiatement; 
car alors fa quantité de mouvement (era égale à la fomme 

Oij 
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de toutes les quantités de mouvement des difl'érents moùiles. 

Et delà fuit enfin que le centre de gravité d’un fyftéme 
doit être immobile , toutes les fois que la fomme des quaiï- 
tités de mouvement des corps qui vont dans un fens cft 
égale à la fomme des quantités de mouvement de ceux qui 
vont en fens contraire. 

J ^ 6. Mais qu’arrivera-t-il , fi toutes les parties dufyt 
tême font mifes en mouvement par des puifiances quelcon- 
ques qui les obligent de fe mouvoir dans des dire£Uons quel- 
conques ? 

On a vu que toute puiffance pouvoit être décompofée en 
trois autres parallèles à trois lignes données de pofition. 
J’appelle ces lignes A, T, Z. On peut donc fubftituer au 
mouvement de chaque partie d’un fyftême , trois autres mou- 
vements parallèles à ces lignes ; & puifqu’en vertu des mou- 
vements parallèles à A, le centre de gravité doit fe mou- 
voir , comme fi toutes les puifiances parallèles à X lui étoiens 
immédiatement appliquées , ( il en eft de même par rapport 
aux puifiances parallèles à T & à Z ), il eft clair que le centre 
de gravité fe mouvra réellement , comme fi toutes ces for-: 
ces parallèles à X, T, Z, agiflfoient immédiatement fur lui , 
c’eft-à-dîre , comme s’il étoit follicité lui feul à fe mouvoir, 
par la réfultante générale de toutes les puilTances appliquée» 
aux différentes parties du fyftême. 

Donc fi la réfultante de toutes ces forces eft zéro , le cen^^ 
tre de gravité refte immobile. ' 

Nous fuppofons ici que les parues du fyftême ne font 
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point liées entr’elles. Si elles l’étoient , il n’en feroit pas 
moins vrai que le centre de gravité auroit le même mouve- 
ment y que fl toutes les puilTances agilToient immédiate- 
ment fur lui. On le verra dans la Dynamique. 

Des Centres de gravité & des Axes d! équilibre ,lorJque 
la pejanteur varie , & que toutes /es direclions 
concourent au même point. 

f I J 7. Si l’adion delà pefanteur étoit par-tout la même, 
& fi les lignes de direction ne concouroient pas au même 
point, il n’y auroit rien à ajouter aux principes déjà pofés, 
pour déterminer le centre de gravité. Mais les diredions de 
la pefanteur concourent toutes au centre de la Terre, & fa 
force diminue en raifon inverfe du quarré des difiances à ce 
même centre , comme les obfervations ôc le calcul le prou- 
vent de concert. Il y a donc quelque chofe à ajouter à la 
théorie précédente, pour la rendre complette. 

Ses réfultats cependant ne produiront jamais d’erreur fen- 
fible , tant qu’on ne l’appliquera qu’à des ufages femblables à 
ceux dont nous avons donné le détail. On voit bien en effet 
que dans un même corps ôc dans un même fyfiême de corps ÿ 
tels que nous les avons confidérés, toutes les parties gravi- 
tent fuivant des lignes parallèles , avec une énergie qu’on 
peut fuppofer égale , fans erreur fenfible. 11 faut donc s’en 
tenir à cette théorie , pour déterminer en pareils cas le cen- 
tre de gravité. 

Mais afin de l’étendre à la fuppofition qui a lieu dans la 
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Nature , cherchons les centres de gravité , ou plutôt les Axes 
d équilibre y lorfque les direâions de la pefanteur concourent 
au même point. 

Fie. 158» Soit C le point de leur concours; foient M, M'y M." 
autant de points matériels que l’on voudra , fitués dans le 
même plan que le centre C ; & fuppofons que la pefanteur 
leur imprime , dans un inflant , des quantités de mouvement 
dirigées vers le centre, & repréfentées par MrriyM'm'y 
Leur réfultante R C fera néceffairement dirigée fur le point C, 
& fa direêUon fera connue , aulTi-tôt qu’on aura évalué l’an- 
gle C iî , qu’elle forme avec une droite quelconque C A 
donnée de pofition. 

Or il eft évident qu’un point quelconque de cette réful- 
tante étant foutenu, tout le fyllême le fera , ôc que fon équi- 
libre ne fouffrira aucune altération , foit que tout relie dans 
la fltuation préfente , foit que tout le fyllême tourne autour 
de la ligne C R. C’eft cette ligne que nous appelions Vaxe 
, d'équilibre. 

Comme dans les différentes (ituations d’un corps , l’axe 
d’équilibre ne paffe pas toujours par un même point de ce 
corps y on peut dire en quelque forte qu’il n’y a pas alors 
de centre de gravité. On eft réduit dans ces cas-là à cher- 
cher l’axe d’équHibre & le poids du corps , qui à mefure que 
la diftance au centre varie , varient aufti. 

159* Suppofons donc que la pefanteur agiffe en raifon 
dlreêle de la diftance , de maniéré que fi g eft la vîteffe 
qu’elle communique aux corps éloignés d’upe quantité a du 
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centre C, la vîtelTe qu’elle communiqueroit à la diftance x 
foit — . Alors celle que recevra le point Al fera j C A7 , & la 
quantité de mouvement qui en réfultera pour ce point , fera 
^CAI . Ali on aura donc A/»» = — CiVf . M\on trouvera 
pareillement A/Ws= A CM'. M'y & Al"m"= ^CM". Al". 

Soient maintenant deux droites quelconques C Â y CB 
perpendiculaires entr’elles, & foit décompofde chaque force 
Mm tn. deux autres MpyMq parallèles à ces droites : la 
réfultante de toutes les forces parallèles \ C A fera = Alq 
M'cf -i- M"q" ( ^3 ) ôc la réfultante des forces parais- 
leles à CB fe trouvera = Mp-¥- M'p'-\~ M"p" ; donc puif- 
qu’on fait déjà que ta réfultante générale R C doit pafler par 
le point Cy on n’a qu’à prendre CR' = AI q -A- Al'q'-^ 
éc CR"r= Mp ■+■ Al'p' -+■ M" p" y afin de pouvoir complet- 
ter Te reélangle R!R"y qui déterminera la valeur 6c la direc» 
tion de la réfultante cherchée. On connoîtra donc l’axe d’é- 
quilibre 6c le poids du fyftême. 


Cela pofé , les triangles femblables donneront CM : Mm^ 
ou C AI : I-C M ,MyO\x\>\çxiç.f\zot^ a\gM'.-. M P Mp=a 
iJUHl::CP:mp = '^^^. 

a * a 

Donc. ..CR'=^^lM.CP-^ M'. CP' -h M" .ÇP"3i 
ôc CR"==^^lM. MP-i-M'. M'F M" . M"P"], 

formule qui fera toujours connoître l’axe d’équilibre dans la 
ûippofition préfence. Soit G le centre dp gravité dan« 
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le cas des dire£Hons parallèles, on aura (p 7 ) 

,( A/ -4- M'-^ M”)GG' = M. MP-\- M'. M'F-^M". M" 

( M -4- M' -h M") CG' = Af . Af Q -f- A/'. M'Q! -4- 
G iî A* 

Donc ^ , & par confisquent le point G fe trouve 

fur la droite C R : ainfi l’axe d’équilibre C R paffe par le 
centre commun de gravité; il y paflTeroit de même dans toute 
autre fituation du fyfiême. Donc quoique dans l’hypothefc 
préfente , la pefanteur foit dirigée vers un point fixe , & que 
fa force foit fuppofée croître proportionnellement aux dit- 
tances de ce point , il n’en eft pas moins vrai que tous les 
axes d’équilibre pafieroient par le centre de gravité , comme 
fi la force de la pefanteur eût été confiante , & quelle eût 
produit fon effet fuivant des direêlions parallèles. 

11 n’y aura que le poids feul du fyfiême qui variera dans fes 
diverfes fituations. Et fi nous n’avons démontré cette pro- 
priété remarquable , que pour le cas où tout le fyfiême eft 
dans le même plan que le centre des forces , c’efi qu’avec les 
principes que nous venons d’expofer , on peut facilement 
étendre la démonfiration à l’autre cas. 

I 6 O. Si on excepte cette première fuppofition des ac- 
croiffements de la pefanteur proportionnels aux difiances du 
centre dçs forces , le centre de gravité n’eft plus un point 
fixe. Il varie à chaque pofitiôn différente du fyfiême dont 
on efi alors obligé de chercher l’axe d’équilibre & le poids 
pour chaque fituation particulière qu’on lui donne. Mais 
pour borner ces recherches à l’hypothefe qui paroît avoir 
généralement lieu dans la Nature , nous fuppoferons ici que 
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la pefanteur agit en raifon inverfe du quarrd de la diftance 
au centre des forces. 


l 6 1 . Soit donc g la vîtefle que la force centrale peut 
Imprimer dans un inftant à telle partie que l’on voudra du 
fyftême , foit / la diftance de cette partie au centre C; on 
aura ^ pour l’expreftion de la vîtefle que la pefanteur im- 
primeroit à toute autre partie éloignée d’une quantité cac 


Cela pofé , on aura Mm = , 

M" m" = j & par conféquent 


M'm' = 


gf- M' 
«•c* * 


Fig, 

» 4 . 




M.CP 
Art» 
M. MP 
MCI 


A fa 
Af . Afp' 


’ A1"C' J 

AT". Af'P"- 


] 


M'C» ÂFU' w 

Donc la tangente de l’angle que fait l’axe d’équilibre R C 
avec la ligne fe trouvera par l’équation fuivante ; 

M.MP _ M'.AfI' , Af'. A1"P" 

Tang ACR = ~ 

Af . CP 


Af C» 


-t- 


Af.CP' . Af'.CP" 


Af'O 


Af"C» 


On déterminera la valeur RC de la réfultante, ou l’effort 
néceffaire a chaque inftant pour foutenir le fyftême par fon 
axe d équilibre , en employant l’exprellion qui fuit 


/M.MP U.UP- AT.ATP'v’t 

Afc» +-»?cr+ Ircr; -^(ifcr+is^+-s;7cr; J 

On connoicra donc le poids du fyftême. Mais nous fuppofons 
encore que tous les points pelants font dans un même plan 
avec le centre des forces. 


P 
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Exemple. 


iif 

f'o. J 6 2. La ligne droite B étant donnée, on demande 

.... 

quel eft fon axe d’équilibre f 

Soit C le centre des forces , foit la ligne E D menée par ce 
centre parallèlement & foit enfin abaifiée d’un point 

quelconque M une perpendiculaire M P fur la droite ED. 
On prendra d’abord un élément infiniment petit Mm, ÔC 
on aura , comme on vient de le voir ,CR'== gff 

& RR'= : faifant enfuite CP = x,PM=h, 

M C = Z , l’angle M C P = 9 f on aura 

= ^ donc=Ll*=^ 

— ^ L’intégrale eft -L (yjnip 4- C), ôc en la prenant de- 

puis E jufqu’en A , elle devient L (y?» AC D — JtnBCD). 
Pareillement — ^ =-^d9fm dont l’intégrale ~ (C — cofq>) 

étant prife depuis B jufqu’en eft ÿ ( cofBCD — cof A CD ) ; 
donc 

CR'= ^-f{fmACD—fmBCD)i 
RR' =il{ cofBCD — cof A CD). 

Mais pour abréger , nommons A t B, C ,\ts angles CA B , 
ABC, A CB, ce qui donnera CR' (ftn A — Jin B ) , 
&c RR' = ( cof A -t- cof B ) ; d’où nous conclurons 

Tang R CR' = — • 

“ finA—finB i 

Donc l’angle GCR' =s 50® — ^{A — B ) = i fie 
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retranchant l’angle B C D = B , il reliera l’angle ùCB => 

i8o® - A — B c 

~ “““ • 

1 1 

l53* Il luit delà que l’axe d’équilibre CG d’une ligne 
droite quelconque A B divife en deux parties égales l’angle 
AC B formé pat les deux rayons menés du centré des for- 
ces aux extrémités de cette ligne ; propriété remarquable 
pour fa Amplicité. 

On voit donc que dans l’hypothefe préfente , le centre de 
gravité G d’une droite A B n’eft ni au milieu , ni à tout au- 
tre point Axe de cette ligne. Il change de pofition à mefure 
qu’elle en change elle-même, par rapport au centre des 
forces. Le feul cas qui falTe exception , eft celui où la li- 
gne tourne autour de fon axe d’équilibre ; car alors il eft 
bien évident que fon centre de gravité ne varie point. 

Le réfultat que nous venons d’obtenir , prouve d'une ma- 
niéré fenfible que toutes les droites A B ^ ab comprifesdans Fic. 
l’angle A CB y ont le même axe d’équilibre CGg,& que 
celui d’un trapeze A B b a dont deux côtés concourent au 
centre, eft au Ai une droite CG^ qui divife l’angle A CB 
en deux parties égales. 

Cherchons maintenant le poids d’une ligne quelconque AB Fio. 
ou la réfultante CR. On reprendra les valeurs de C R" y 
RR", qui donneront Cü = {cofA-^cofBy-^{finA — JinB‘) 

2-h2C0j{A-+-B)=^-^}/ 2 — 2 C 0 fC=^. 2 fin{Ci 
h eft la perpendiculaire CF menée du centre C fur la 
droite A B. 

Or gff étant un facteur commun qui entre dans l’ex- 

Pij 


Fio. 

61. 


Fie. 

« 8 . 


ii(î TRAITÉ 

prertion de tous les poids, nous pouvons l’écarter du calcul, 
en le fuppofant égal à l’unité. Le poids d’une ligne quel- 
conque A B fera donc — 

I 6 4 - Et delà nous conclurons que toutes les tangentes 
AGE y agb d’un ztc DG E compris entre les rayons menés 
du centre des forces , ont le même axe d’équilibre 6 c font 
également pefantes , quoique d’inégales longueurs. Nous 
pourrions conclure auffi que le poids d’une ligne infiniment 
étendue , ne feroit pas infini dans l’hypothefe préfente , ce 
qui eft aifé à concevoir. 

165* D’après ce qui a été dit , il n’eft pas fort difficile 
de déterminer l’axe d’équilibre du contour d’un polygone 
quelconque. Suppofons en effet qu’il s’agiffe d’un quadrila- 
tère A BC D fitué dans le plan du centre des forces S. Oi> 
mènera à tous fes angles, des rayons ASyBSyCSyDSi 
puis on divifera en deux parties égales les angles A S B y 
BUC y CS D par autant d’axes d’équilibre S ay Sb , Sc. 

Cela pofé , tout le poids de la ligne C D qui a pour ex- 


preflion 


\fin D 5 r 

Tür 


agit en c fuivant r.S': ôc fi on le décompofe 


en deux autres , l’un fuivant CC'ou perpendiculairement à 
une ligne donnée Sc' y l’autre parallèlement à cette même 
figne , celui-ci aura pour valeur , Faifant donc 

la même décompofition pour tous les autres poids, on aura 
généralement 

iJimOSecofeSc' , xfinCSb ctfbSh' tJinVSd cofdSif 

“ Sr * SK" ' 




s K 

2 J!» Sa cof aSJ 

' T¥' * 
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GG' 


Z Jitt D 5 f fin cSc' ^ zfin CS b fin b S h' ^ zfin A S a fin a S a' 


SK 


SK' 


SK" 


zfinDSd fin d SS 
SK'" * 

d’oil on déduira l’expreffion de la tangente de l’angle G S G' 
qui donnera la direction de l’axe d’équilibre S G. On aura 
aufli la valeur de 5 G qui repréfente le poids de tout lefyftême. 

Si toutes les lignes n’étoient pas dans le même plan que le 
centre des forces , on trouveroit leur axe d’équilibre , en 
fuivant les principes que nous venons d’expofer. PalTons à la 
recherche de l’axe d’équilibre d’un arc quelconque de courbe, 

I 66 . Soit l’arc A MB fitué dans le plan du centre C. Fio. 
On confidérera un de fes éléments Mm, & on trouvera que 
fa mafle ds pefe vers le centre C, dans la direction CAf 
avec une force exprimée par Soit à préfent CP = x, 

& l’angle M C P = 9. Si on décompofe l’effort fuivant MC 
én deux autres , l’un parallèle kC P , l’autre parallèle i M P^ 

celui-ci aura pour expreflion f ou ,& l’autre 

fera exprimé par cof (P ou Donc CR étant l’axe 

d’équilibre & le poids de l’arc donné A MB, on aura 
CR'^r^.^^. . . , RR! 

9M jijr ' 


Exemple. 


167* L'arc A MB appartient à un cercle décrit du 
centre C de du rayon a ; on demande quelle ell la dîreC’* 
tion de fon axe d’équilibre , Ôc quel eft fon poids. 


I 
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Ici on a A- = a cof ds=3 — ad^ \ donc 


„ n . ^ fin ^ cof <p cof B Ch — cof AC a 

K K = / = ^ 

^ a O ^ 

P —d^ cej^ C — fm^ fin ACa —fm BC i 

a ü <* 


a a 

>/ - cof OC h — cof ACa 


TangRCR'=^^^ 


a * fin B Cb 


Tang 


BCt-hACa 


D’où il eft aifé de conclure que l’axe d’équilibre C R divifis 
en deux parties égales l’arc /iMB, comme cela doit être. 
Quant au poids de cet arc, fonexpreflion eft 


V (cpfB Cb — cojA Cay -i-(fmACa —finBCb)' = -i Ki - icojA CB:S 
% fn^ACB 
a 

Ce poids eft donc le même que celui d’une tangente quel- 
conque j il eft donc égal à la corde de l’arc divifée par le 
quarré du rayon. 

I 6 8 • Propofons-nous maintenant de trouver l’axe d’é- 
quilibre d’un trapeze quelconque /i ab B y formé par urj 
arc de courbe A MB y deux ordonnées A Oy B b ôc une abl^ 
cifte a b dont la direâion pâlie par le centre des forces C 
On voit d’abord que toutes ces lignes réunies forment un 
fyftême dont le plan pâlie par le point C. Soit donc MPpm 
l’élément de cette figure , foit l’angle MC P — py CP 
CM = fjr^y PM — X tang f. L’axe d’équilibre du petit 

trapeze MPpm fera le même que celui de l’ordonnée M F, 
c’eft-à-dire, une droite CG qui partage également l’angle 

MC P. Son poids aura pour expreflion , , puifque 

celui de Af P eft exprimé pat . Or ce poids eft cenfé 
agit en G fuivant C G : on le décompofera donc en deux 
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autres l’un fulvant GP, l’autre fuivant CP. Le premier aura 
pour valeur — , le fécond , ■ » 

ce qui donnera les formules fuivantes. 

CR' ,,, R = 

fiJL (I- 

TangRCR'==--^ 

g 

I 5p. Suppofons enfin qu’il s’agilTe de trouver l’axe d’é- 
quilibre d’une furface dont le plan ne paffe point par le cen- 
tre des forces. On mènera de ce centre C une perpendicu- 
laire C A z\i plan de la furface propofée , 6 c on fera pafier 
par le point A la ligne des abfcilTes A P. 

Soit P M une ordonnée de la ligne qui termine cette fur- 
face; fon axe d’équilibre fera une droite CG divifant en deux 
parties égales l’angle MCP fon poids aura pour expref- 
fion donc celui de l’élément MmpP fera ex- 

primé par — — 

Ce poids eft cenfé agir en G fuivant G C.; on peut donc le 
décompofer en deux autres , J’un parallèlement k AC, 6c 
qui aura pour valeur ‘ ‘ ^ > l’autre fuivant G A 

& qui fera exprimé pat ^ Celui - ci à fon 

tour peut être décompofé en deux autres , dont l’un agiroic 
parallèlement à PA, avec une force = ‘ 

l’autre parallèlement à G P , avec une force exprimée par 

ifiiiMC P . Pp PG 

CP ' * c G • 

Maintenant faifons CA~b, AP = x, PM=y, & 


Fi*.’ 

71. 
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enfin C M : 
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nous aurons CP = jcjf, CM^V" {bh-^ xx 

= .ITilfcP > ^ P" conféquent 

ifiniMCPcof\MCP ^ finMCP y 

CP'- ^ CP* 

CP:: MG : GP ^ ou CM -h CP :CP::P M :GP = 
î±LSL = SLf^CM~~CP). 

CM-t-CP PM' 

Donc fl CR eft l’axe d’équilibre & le poids du trapèze 
M PQ.^ i & fi du point R on mene RR! perpendiculaire 
fut le plan PA C, ainfi que R' R'* perpendiculaire fur C A f 
on aura les valeurs fuivantes 

rj}n r ^ R'P"= r—lih. 

K R'— Æ 1 

J L lAté-t-xX {.bb-i- X * -\-yy) J 

qui détermineront l’axe d’équilibre , & le poids du trapèze 
M P Q_ N. On peut remarquer ici que C R coupant le tra- 
pèze au point P, ce point eft en quelque forte fon centre de 
gravité : donc fi on décompofe en trapèzes toutes fortes de 
figures planes , on trouvera par ces formules leurs centres 
de gravité. 

Exemple. 


Soit un quart de cercle B D dont le centre eft en , 
& dont le rayon = a. On aura y^ = aa — & par 

conféquenc 

r n" = r. ^^*^i‘*—**) 

(é^-t-xx) i/(d4 Âpy 

n/DW r xdxv'(aa — xx) 

■' {bb-i-xx)^(aa-i-bb) 
l> D» rr àx *1 

v'(4«-t-44)* J 

Pom 
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Pour avoir la première intégrale , on pofera j = 

ce qui donnera CR"= J f- 1 

* •' L y'(,aa~^bb^ l-t-uu b b •i- [a a b b)uu J 


-h b b)* l-t- U U bb‘ 

b ^ A 

Vl^îTîî) 1 — = 


bb)uH « 

b 


y 4 rc tang 


Ârr **^('*‘* ) 

Arc tang (aa—*,)* 


Y («« ii)* 

Il ne faut 


v^(aa — jrx) 

point ici ajouter de confiante , parce que l’intégrale doit s’é- 
vanouir , lorfqu’on fuppofe ;e = o. Ainfi pour avoir fa valeur 
dans toute l’étendue du quart du cercle , on prendra x=^a; 
& fi on appelle c le nombre 3, 141 j* ôcc , on aura 


Dfl y' {a a -¥■ h i) — t 

~~ y(aa-t-bb) 


7 f- 


Pour intégrer la fécondé formule, on fera|/'(<*4 — Af*) 
•ziA^aa-^ bb) ^ ce qui la changera en celle-ci, 

✓ («4 •— Jf») 

TT) 


RfR>/ 


-/ ' ~ * - 4 -C = 

* 14 -* V"{« 4 . 


V( 44-f-Aé) — v'( 44 —- *») 


•C. Prenant donc*=<i, puis 


XI 

* v'(««-«- 4 i ) »^(«4 — **) 

jf = o, 6c retranchant le dernier réfultat du premier, on 
trouvera 


R'R". 


“f* / 




>^( 44 - 1 - 44 ) ■ ' * 

Enfin l’intégrale de la troifieme formule eft 
V(.bb-b-**) » 


RR'=l 

O 

x = a, donne 

RW=li 


■ 4 “ 1/(44 -+" bb ) 


K{44 + 44) 
44 ) 


qui en pofant 


4 ( 4 4 -4- 44) 

Et puifque RR' = R'R"f le centre de gravité T eft fur le 
layon A T qui divife le quart de cercle en deux parties égales. 

• Q 
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La diftance A 

n f b 

Enforte que fi a = b^ on aura 

AT = a. - [2 /(iH-ï^ 2) — |/^2]=« 0,^555771». 
Or nous favons (132) que le centre de gravité ordinaire ÿ 
dans un quart de cercle eft à la diftance ^ ^ a = 0,6002 10 a, 
du point A : ces deux réfultats ne différent donc à peu près 
que de du rayon ; & leur différence vient de ce que dans 
la fuppofition que nous ^vons faite en dernier lieu , les par- 
ties qui font plus près du centre , pefent davantage. 

Soit b = ^a, alors AT = 1]=, 

o, jp5?5 I a. La différence eft ici beaucoup plus petite , parce 
que le centre des forces eft plus éloigné. Donc fi A = le 
demi diamètre de la Terre, pendant que <* = un petit nom- 
bre de pieds ou de pouces , il eft évident que cette différence 
doit être infenfible. En général , fi dans la formule que nous 
avons trouvée pour T, on fuppofe ^t=oo, on trouvera 
précifément , comme pour le centre de gravité ordinaire j 
que T = f . a. ] 



/ 
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SECTION II. 

De lEquilibre dans les Machines. 


D. s forces qui agiïTent immédiatement les unes contre les 
autres , ne peuvent être en équilibre , s’il n’y a pas entr’elles 
une parfaite égalité : mais lorfqu’on emploie des machines 
pour féconder leurs efforts, il arrive fouvent que de très- 
foibles puiffances foutiennent des maffes énormes. C’eft qu’au 
moyen de toutes ces inventions Méchaniques , que le befoin 
& l’induftrie produifirent de concert, les hommes font par- 
venus à augmenter , pour ainfi dire , à leur gré l’énergie des 
moindres forces. 

170. Parmi ces machines , il en eft de fimples, il en eft 
de compofées. Celles ci fe rapportent facilement aux autres ; 
il fuffiradonc de connoître les premières. On peut les réduire 
à fept ; les Cordes , le Levier , la Poulie , le Treuil > le Plan in- 
timé , la Vis & le Coin. On pourroit même les réduire à un 
plus petit nombre , fi quelques circondances particulières 
n’engageoient pas à les confidérer féparément. 

Qii 
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Elles ont toutes le même but, celui de favorifer la puîC- 
fance qui lutte en quelque force contre des obdacles qu’elle 
ne pourroit furmonter feule , ou du moins qu’elle ne pour- 
roit vaincre fans peine. Mais il s’en faut bien qu’elles foient 
toutes également propres à produire cet effet. Pour appré- 
cier l’efficacité des unes & des autres, on les a toutes rame- 
nées à un même point de vue, qui efl celui de l’équilibre ; ôc 
on a cherché les conditions néceffaires dans chacune de ces 
machines , pour que la puiflance & la réfiftance fe contre-ba- 
lancent mutuellement. Nous allons expofer fucceffivement 
ces conditions. 

DES CORDES. 

Depuis que M. Varignon ( Nouv. Méc. SeSi. II. page 
2 1 o ) a traité dans un grand détail ce qui regarde les cordes, 
on les a comptées parmi les machines fimples,fous le nom de 
Machines funiculaires. Elles font en effet un moyen de com- 
munication entre les différentes puiffances , fit on s’en ferc 
prefque toujours dans les autres machines. Il ne fera donc pas 
inutile d’en faire connoîcre les principaux ufages. Mais afin 
d’établir quelque chofe de fixe , on eft d'abord obligé de les 
fuppofer inflexibles & fans pefanteur, fauf à les confidérer 
enfuite dans leur état naturel. 

Soient deux puiffances 6c B qui tirent en fens contraire 
la corde A f ; elles détruiront mutuellement leurs efforts , fî 
elles font égales ; l’équilibre aura donc lieu entr’elles dans 
cette fuppofition. Rien n’efl plus clair. 
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171* Soient maintenant trois puiffances A ,ByC appli- Fi<w 
quées aux trois cordons A D y B D y CD unis enfemble au 
point y on demande quelles doivent être les conditions de 
l’équilibre pour tout le fyftême. 

Repréfentons par Da\z puiflance A y Sx. par De la puif- 
fance Cÿ achevons le parallélogramme aDcKy Sx alors 
nous verrons 1°, que l’adion de ces deux forces fur le 
noeud D , fera égale à leur réfultante D K-y 2”, que le fyftême 
ne peut être mis en équilibre , fi la puiiTance B repréfentée 
par D b nç. détruit pas l’effort de cette réfultante ; il faut 
donc qu’elle lui foit égale & oppofée ; elle doit donc être 
fur la même ligne Kb y d’où il fuit que les trois cordons doi- 
vent être dans le mime flan. 

De plus ces trois puiffances A y C, B font entr’elles comme 
'D ay Dcy D K : ot D a : De: D K:: fmKDCifm aD K: 
finaDc : r JinBDC : JinA D B ; JinBDCj donc 
A :B :C :: ftnB DC : fin ADC : fin A DBj 
d’où il fuit que chaque puijfance doit être comme le finus da 
r angle compris entre les direSlions des deux autres, 

1 7 2 - Si au lieu d’être unie au cordon B 2 > par le nœud D, 
la corde A DC ï\e faifoit que paffer par un anneau fitué à 
l’extrémité D de la corde BD y alors il faudroit pour l’équi- 
libre , que cet anneau ne pût pas gliffer fut la corde A D Ci 
ce qui aura lieu toutes les fois que la ligne B D K divifera 
en deux parties égales l’angle ADC. En pareil cas, les 
deux puiffances ASxC font égales , & on a les proportions 
fuivantes ; 

A\Bi:finBDC i fin ADC tt fin \ ADC : finADC : : i : xtofi\ADC, 


Digitized by Google 


i2(S TRAITÉ 

1 7 3 • Lorfque deux puiffances 6c C agiffent l’une 
contre l’autre par le moyen de la corde y^DC afllijettie au 
point fixe D afin qu’elle ne glifie point , il efi clair (ju’elles 
doivent être égales , pour qu’elles foient en équilibre. D’où 
on déduit que deux forces quelconques , appliquées aux deux 
Fie. extrémités d’une corde tendue fur le contour d’un polygone, 
ou d’une courbe , ne peuvent être mifes en équilibre , fi 
elles ne font pas égales. 

1 7 4* Quand il y a plus de trois forces appliquées à au- 
tant de cordons liés enfemble par un même nœud , on cher- 
che d’abord la réfultante de deux de ces forces , ce qui les 
réduit à une de moins : puis on continue la même réduc- 
tion , jufqu’à ce qu’on n’aye plus que deux puifiances égales 
& oppofées ; & alors tout le fyfiême fe trouve en équilibre. 
Il en feroit de même , fi quelques-uns de ces cordons étoient 
attachés à des appuis immobiles; parce que l’efibrt foutenu 
' par chaque appui tiendroit lieu de puilTance. 

Fig. 1 7 5 • Suppofons maintenant qu’une corde ABCD H 
foit tirée aux points A ^ B , C, D, H par des forces 
A , E , y H , dont plufieurs peuvent n’être que des 

points d’appui. Pour déterminer les conditions de l’équilibre, 
& les Tenftons refpeûives des cordons AB,BCfCDjDHf 
on obfervera que fi tout le fyftême eft en équilibre , toutes 
fes parties doivent y être auffi. On pourra donc regarder 
comme fix^s les points A Sf.C, pendant que la puiflance E 
luttera contre ces deux appuis. Or elle ne peut être en 
équilibre avec leur réfifiance , fi les deux proportions qui 
fuivent , n’ont pas lieu. 
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La puîffance E eft au finus de Tangle ABC y comme la 
pulffance A y ou l’eflFort foutenu par l’appui A y ou bien en- 
core la tenfion du cordon A B que nous repréfenterons 
par TyABy eft au finus de l’angle E B C, 

Cette même puilTance £ eft au finus du même angle 
ABC y comme la tenfion du cordon £C eft au finus de 
l’angle AB E ; donc 

E fm A B C : :Ty A B : fin E B C : : TyBC : ftnABE 
Pareillement pour que la partie B C D F foit en équili- 
bre y il faut que l’on ait 

F : finBCD : : TyBC: fmFCD ; : TyCD : fitnBCF 
Enfin l’équilibre particulier du fyftême C D H G exige 
de même que 

G:ftnCDH::T,CD :fmHDG::TyDH :fmCDG. 
De toutes ces proportions y on tirera fix équations êc autant 
de conditions pour l’équilibre y avec lefquelles on détermi- 
nera le rapport des tenfions de deux cordons , indépendam- 
ment des forces E y FyG y ou celui de deux forces indépen- 
damment des tenfions de deux cordons , ôcc. 

6 . La même chofe auroit encore lieu , quand bien 
même les cordons £B, FC y DG fuivant lefquels agifiTent 
les forces Ey FyG y feroient fitués dans différents plans. Et 
comme il pou rroit arriver qu’ilyeûtplufieurs puifiances appli- 
quées à la fois à un même point B de la corde , il faudroic 
alors calculer leur réfultante , & les confidérer comme une 
feule & unique puiffance qui agiroit fur ce point : auquel 
cas les condidons de l’équilibre fe trouverojcnt de la même 
maniéré. 
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lyy. Mais arrêtons-nous encore un moment fur la ma- 
chine funiculaire ABC DH. La puifTance F repréfentéc pat 
. CF' fe décompofe en deux autres C^, Cd dans le prolon- 
gement des cordons B C Ca DC dont elles expriment le» 
tenfions. L’effort Cb fe communique en B , & agit conjoin- 
tement avec la puifTance £, de maniéré que leur réfultante 
dirigée fuivant B A eft employée à tendre le cordon BA , 
ou à charger l’appui A ^ ou fi on aime mieux , à faire équi- 
libre avec la puifTance A. La tenfion de ce cordon peut pat 
conféquent exprimer la réfultante des deux puifTances E 
& Cb. 

On pourra exprimer de même par la tenfion du cordon 
DH réfultante des forces G 6 c. Cd ; donc la réfultante 

» 

des quatre puifTances E,Cb,Cd, G ou des trois £, F, G eft 
abfolument la même que celle des tenfions des deux cordons 
extrêmes A B y DH; elle pafTe donc par le point de concours 
K de ces deux cordons. Et en général, 

178* Quels que foient le nombre & la direction despuijjan- 
ces appliquées à une même corde , leur réfultante pajfe toujours par, 
U point de concours des deux cordons extrêmes. 

Lorfque ces puifTances agifTent dans le même fens , êc 
qu’elles font parallèles , leur réfultante eft égale à leux 
fomme , & leur eft parallèle. Soit donc une corde pefante 
Fio. attachée en & en B , qui dans l’état d’équilibre prenne la 
courbure A E B. Soient AC y BC les deux tangentes en A 
& B ; la réfultante des charges des deux appuis pafTera par le 
point de concQurs C des deux tangentes [ fa direâion fera 

repréfentée 
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Tcpréfentëe par une ligne verticale C E , 6c fa valeur fera le 
poids même de la corde, c’eft-à dire , la fomme des puilTan- 
ces qui follicitent chacun de fes points. Appellant donc A 
& B les charges de ces deux appuis , ôc P le poids de la 
corde, on aura 

P : fin AC B : : A -JinECB : : B ijin A CE. 

^79* Au lieu de l’appui P, on peut concevoir une puif- 
fance qui tranfmettroit fon a£Hon au point A par l’entremife 
de la corde B EA ; 6c dans ce cas , l’aâion de la puiffance B , 
fi elle agilfoit immédiatement fut le point A , doit être à 
l’adion qu’elle lui communiqueroit par la corde pefante 
A EB f comme le finus de l’angle ACE eft au finus de 
l’angle EC B. Il eft donc facile d’avoir égard à la pefanteuc 
des cordes , dans la communication des puiftances. 

I 8 O. Quand les deux points A 6c B font dans la même 
horizontale , la puilfance B tranfmet toute fon a£Hon au 
point A ; mais lorfque B eft plus élevé , la puiffance qui lui 
eft appliquée , perd une partie de fes forces dans la commu- 
nication qu’elle en fait par le moyen de cette corde. C’eft 
tout le contraire, lorfque le point A eft au-deflus du niveau ; 
plus il eft élevé , plus la puiffance B acquiert de prépondé- 
rance; ce qui montre d’une maniéré fenfible comment avec 
des cordes pefantes on peut multiplier les forces , dans plu- 
fieurs cast 

Remarque. 

I 8 I • Nous avons déjà dit qu’il n’étoit pas poffible à' la 
rigueur de tendre horizontalement une corde , de manière 

R 


F IG. 
77 . 
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qu’elle n’eût aucune inflexion. La preuve en eft fort aîfée 
d’après ce que l’on vient de voir. Soit T la force qui tend des 
deux côtés la corde AEB ^ dont le poids fera repréfenté 
par P j on aura 


T: P:: ftnACD : fin A C B. 

Donc fi l’angle ACB cfï infiniment obtus y c’eft-à-dire , fi 
la corde eft parfaitement bandée > le finus de l’angle A C*D 
fera égal à l’unité , pendant que celui de l’angle ACB fera 
égal à zéro. Il faudroit donc une tenfion infinie , pour que la 
corde n’eût pas la moindre inflexion. Tant que la force em- 
ployée à la tendre fera finie , l’angle CA B fera fini aufii. 

L’angle ACB étant double de l’angle AC D ^ on a 
fin A C B = ifm AC D cof AC D — afin A C DfinC A D ; 
donc T. afinC A D = P. Suppofons que la puiffance T foie 
très'grande, eu égard au poids de la corde, AD ne diflé- 
rera pas fenfiblement de AEymDEàe EC; appellanc 
donc L la longueur de la corde, on aura 
fihCAD = ^ = ce qui donne aT. ^ = P, Sc 
D * ‘ 

^ ^ ST' 

I 8 i • Connoijfiant donc la longueur L de la corde , fort 
poids P , & la force T cjui fert à la tendre , on pourra toujours 
déterminer la quantité dont elle baijptra dans fin milieu. 


Exemple. 

Etant donné un poids de ylb pour tendre une corde de 
24 pieds y que l’on fuppofe pefer 1 6 1 ^grains , on demande 
quelle doit être fon inflexion ? 

Après avoir décompofé y ft en y . i <î . 8 . 72 grains , oa 
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r6t } . 14 48. M’’*. 48 » ^îP». 

;.i«.64.7X 5. 16.8.71 <4 >7» ~ 64.6 

= I lig.f» Cette corde baifTera donc dans fon milieu 
d’une ligne ôc demie. L’expérience donne le même réfultat , 
quand on la fait fui une corde dont trente-trois diamètres 
égalent deux pouces. 

De la courbure que les Cordes font obligées de prendre 
dans [équilibre , par [action des puiffances, 

[ 183. Lorfqu’une corde , ou une chaîne trcs-flexible 'k 
yi B D eft fufpendue par fes deux extrémités A ScD , àt pm. 
qu’elle eft follicitée en chacun de fes points par des forces 
quelconques Htuées dans le même plan que les points de 
fufpenfion, il eft hors de doute qu’elle doit prendre une 
certaine courbure propre pour l’équilibre. Mais quelle forte 
de courbure doit-elle afïeêler ? c’eft ce que nous allons exa- 
miner dans cet article. 

Commentons d’abord par rapporter les différents points 
de la courbe cherchée à un axe quelconque AC, te pre- 
nons les trois éléments confécutifs Ad m, mm', m'm". Re- 
marquons enfuite que la corde étant fuppofée en équilibre > 

On peut regarder “ comme fixes les deux points A/ & m' , 
pendant que le point intermédiaire m fera foilicité par des 
forces quelconques dont on repréfentera la réfultante par 
R ou m t. 

Cela pofé , pour que cette puiffance faffe équilibre aux 
tenfions des deux cordons Mm, mm', U faut qu’on ait (17 j) 

Rij 
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R :Tymm' : :Jin Mmn^ :fm AJ mt. Pareillement fi on confi- 
dere les points comme fixes, pendant que le point 

intermédiaire m' fera follicité par fa force wV, quiefi R dRf 
ou pour abréger R' , il faudra qu’on ait T,mrr^ : R' : 
fin t'm'm" : fin m m'm". Multipliant donc ces deux proportions 
terme à terme , on aura 

R\ R': : fin Mm m' .fin t'm'm" \ fmAImt : fmAJm'm". 

Soit maintenant ? = l’angle A/m m', & /* = A/ f , on 
aura pour l’élément fuivant m nfm" = d 9 =p' pour 
abréger , & A/ mft' — h'. Donc fin t'm'm" = fin { •+■ p') 
= — fiin/JL'cof P — finp'cof h-'. Mais p' approche infiniment de 
180®, donc fo/p = — 1 ; donc R : R' : : fitn<f fin^' 
finf fim9'cof/x' : finit, finp'-'. : — cof ; ce qui mené 

à l’équation fuivante , 


-r,r-^-R'cof,t>=o 

Jin P fm P ' 

que l’on peut changer en celle-ci , d ^ — R'coffJ = Of 

ou bien encore en cette autre, — lî fo/V = o , ài 

caufe àt R' cofft' = R cof d( R cof k ) , expreflion dont le 
dernier terme s’évanouit devant celui qui le précédé immé- 
diatement. 

Comme les diverfes puiflances appliquées aux points de la 
corde , peuvent être réduites à deux , l’une m q dans la di- 
reêlion de l’ordonnée mp^ l’autre r parallèle à l’abfcifle /^p, 
appelions Y la première , X la fécondé , & faifons à l’ordi- 
naire P~XyPAI= y, Mr = dx,mr = dy^ Mm = dt. 

Nous aurons finit — fin {Mmr~i-tmq) =afin Mmr coftmq 


( 
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^ cofMmr fmtmq ^ ^ 

^ y fi X 

cofMmr coftmq — fn Mmr f»tmq = -^^. — — ~ . 

X -r\ n r Yà*+Xdy a V r kt 

— . Donc R fini* = 7 - — - fSc.Rcofh'^ — 3 . Nom- 

tm -' a/' ■' ai 

mons r le rayon ofculateur , l’angle de contingence ou fon 
finus =y=sftnp J & nous aurons pour l’dquation de la 
courbe cherchée , 

J ^(Ydx-t- Xdy)r\ rdy — Xdx 

J 7 


dr 


dt 


O. 


Or cette équation étant différentielle du troifieme ordre , il 
faudra l’intégrer trois fois de fuite , ce qui produira dans l’é- 
quation finie trois confiantes que l’on déterminera de maniéré 
que la courbe paffe par deux points donnés , & qu’elle aie 
la longueur donnée. 

Exemple. 

182. Suppofons que la pefanteur feule agiffe fur tous les 
points de la corde A BD fuivant les direétions parallèles aux 
ordonnées PM, On demande quelle fera fa courbure ? 

L’aétion de la pefanteur tend à communiquer à l’élément 
Mm la vîteffe ^ & la quantité de mouvement r. Ainfi 
y=gds,ôcJ( = o, ce qui réduit l’équation générale à 
celle-ci d -f- = o ; dont l’intégrale eft ^ s= C — y. 
Mais fi on fuppofe d s confiante , on a r = ; donc 

d, ^ ddx dx 

c—j ~ *lui a pour intégrale Idx C — y )=s=lt'ds, 
ou dx {C — y) = C.'d s. Elevant au quarré , d x*{C — yy=» 
C'*ds^= C‘*d X* -+- C'^d y% & féparant on a enfin 

dx=~^^ 

c— 
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pour l’équation difFérencielIe de la courbe formée naturelle- 
ment par une corde ou une chaîne très-flexible que l’on au- 
roit fufpendue par les deux extrémités. Cette courbe eft gé- 
néralement connue fous le nom de Chaînette ou Caténaire. 

Si on fait ày =-o ,on aura le point 5 , le plus bas de la 
courbe , alors C — y = C'ÿ ouj^ = B E = C — C' ; & fi on 
veut rapporter la chaînette à l’axe vertical B £ , on mènera 
une ordonnée MQ à cet axe , 6c on pofera BQ =« x, QM =_y; 
ainfi dans l’équation précédente , il faudra changer^ 6c x en 
C — C — x, 6 c. ta A F — y, ce qui donnera dy = , 

V{**-hxCx) 

Mettant donc a au lieu de C', 6c intégrant , il viendra 
y = J d’où on conclura qu’à chaque 

abfcifle x répondent de part 6c d’autre de l’axe B E deux orr 
données égales. Cet axe efi donc un diamètre de la courbe.' 

Prenant les x pofitives , on voit que les^ croiflent à l’in- 
fini : mais lorfqu’on prend des abfcifles négatives, les ordon- 
nées deviennent imaginaires. Ainfi la chaînette ne s’étend 
pas au-delà du fommet B , 6c on peut aflimiler la figure à 
celle de la parabole. D’ailleurs elle fe confond au point B 
avec une courbe parabolique donc le paramétré eft 2a ; ce 
qui juftifle ce que nous avons fait (181) en prenant D E=a. 
EC f dans la Fig. 77. 

L’équation différentielle dy = donne 

^ y(iax-t-xx) 

y (dx*-hdy*)= J * ^ , dont l’intégrale eft 

'' ^ ' y^iax^xx) ^ 

BM — y{2ax-+‘xx). Ainfi la chaînette eft fufceptiblc 
de reéUfication. 
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Quand on connoît les deux points de fufpenfion A Sx. D 
avec la longueur de la corde, il faut, pour décrire la chaî- 
nette , connoître la pofition du fommet B & la quantité a. 
On aura donc autant d’équations que d’inconnues : mais on 
ne pourra les réfoudre que par approximation à caufe des 
quantités logarithmiques qui entreront dans l’équation de la 
courbe. 

1 8 3 • Quand une corde fufpendue à deux points , n’a pas 
la figure que l’on vient de voir, elle ne peut refter en équi- 
libre. Il faut abfolument qu’elle fafle des ofciilations conti- 
nuelles, jufqu’à ce que le frottement, & la réfifiancede l’air 
la forcent enfin de refter en équilibre. 

Ce fut Galilée qui chercha le premier la courbe que forme 
une chaîne tendue par fon propre poids : mais toutes fes re- 
cherches fe bornèrent à conjeûurer que c’étoit une parabole, 
la Géométrie de fon temps n’ayant pû lui fuifire pour réfou- 
dre ce problème. Les MM. Bernoulli l’attaquèrent de nou- 
veau , à la naiftance du calcul différentiel , ôc on peut voir 
dans leurs ouvrages avec quel fuccès ils le réfolurent. 

I 8 4* Parnii plufieurs belles propriétés de la chaînette , 
que ces favants Géomètres déduifirent de leurs calculs, il en 
eft une plus analogue que les autres au fujet que nous trai^ 
tons. Elle confifte en ce que le centre de gravité de la caté- 
naire defeend le plus bas qu’il eft pofllble. Voici comment on 
peut la démontrer. 

Soit G le centre de gravité de VdscAMBD, GG' fa 
’diftance à l’horizontale A E; û. faut prouver que cette dif- 
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tance eft un Maximum. Ot GG' — , & Tare KD 

O Lj 

eft d’une longueur donnée ; toute la difficulté fe réduit donc 
à prouver que dans la caténaire l’expreffion /yds eft un 
Maximum. 

Telle eft la nature d’un Maximum quelconque , qu’en fup- 
pofant une variation infiniment petite dans les quantités qui 
le produifent , fa valeur ne doit pas changer. Si on fait donc 
varier infiniment peu un point M' de la courbe propofée , 
la valeur du Maximum ne changera pas , quoique les éléments 
contigus MM', M'M" foient afFcQés de cette variation. 
Or cette condition une fois exprimée , il s’enfuivroit que 
l’arc de la courbe eft demeuré confiant : mais pour exprimer 
d’une maniéré plus particulière , cette invariabilité & celle 
du Maximum, il faudra faire varier un autre point M". 

^ Cependant pour que la fluxion de chaque point n’entraîne 
qu’une indéterminée, il faut fuppofer que cette fluxion fe 
fait fur une ligne donnée. Or cette ligne étant abfolument 
arbitraire, nous fuppoferons que la fluxion des points M', Ad" 
fe fait fur les parallèles à l’axe M'R', M"R", afin que le caU 
cul foit plus fimple. Cela pofé , les ordonnées ne changeront 
pas de valeur, non plus que leurs différences RM', R' A4", 

Mais lorfqu’on prend plufieurs éléments confécutifs d’une 
même courbe, la fonêüon F qui convient au premier élément 
fe change en F -t- d F pour le fécond , & F-+- d F devient à 
fon tout F-f- d F -4- d ( F-+- d F) pour le troifieme ; & ainfi de 
fuite. Ces différentes valeurs de F pour chaque élément 
confécutif de la courbe feront déformais repréfentées pat 

F, F, P* 
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F, F', F" &c , uniquement pour abréger. On aura donc 
F'= F -h dF, F" = F'^ dF'&c, d’où F' — F = dF, 
F'— F'=d F', &c. 

On aura enfuice MP =_y , M'P'=y\ Aî'T"=y" &cc 

AP= X y A P'= x\ A F" = *•", ficc, ce qui donne PF'— dxj 
P'P"=:dx'y P"P'"=dx", &c... M'R = dy, M"R'== dy,&LC, 
M M' = ds y M'M"= d s'y ficc. . . Enfin telle eft la condi- 
tion du problème que fyds doit être un Maximum y qui ne 
reçoit aucun changement par la fluxion des points M', M". 
Ot fy d s exprime la fomme des^ d s dans toute l’étendue 
de la courbe depuis A jufqu’en D ; 6c cette fomme ne varie 
pas depuis A jufqu’en My ni depuis M"' jufqu’en D ; donc 
fl elle avoit à varier y ce ne pourroit être qu’entre A/ 6c M"' 
où fa valeur eft j'dr yds' y' ds", La difl^érentielle de 

cette quantité doit donc être zéro. 

Mais comme il s’agit ici de différentielles dépendantes de 
la fluxion des points M', M"y lefquelles n’ont aucun rapport 
avec les différences naturelles , c’eft-à-dire , avec les diffé- 
rentielles des coordonnées ôc de l’arc, nous les diftinguerons 
par la caraâériftique d : ainfinous auronsj^/ d s -H^cf ds' 
y S d s" == O y puifque y ) y', ÿ' ne varient pas. 

L’arc de la courbe , ds-^ ds'-+- ds" eft confiant; donc 
^d s -^dd i'-H d s"= O. Pareillement l’intervalle FF'" dont 
l’exprefllon eft dx-\^ dx' d x" y eft confiant ; donc S dx-\- 

Sdx! -+- Sdx"=o. Mais on a dx^ dy'— d s* ’y donc 
dxddx~\-dyddy=dsd^ds:&c puifque S dy = OyOmun 
S d X — d s ÿ d’où on tirera les trois équations fuivantes, 

S 
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yS'ds d $' -^y"S' ds" = o 

J' d s “+- d d s' -+- d d s' = O 


a JT a X 




i^<^ds"=o. 

La première eft la même que {y — y')J'ds -4- 
(y~y'){Sds~^Jds')-^-y"i^ds-^Sds'-^-Jds") = o, 
& par la fécondé, elle fe rdduit kdyS’ds-^dy'iJ'd s~i-Jds') 
*= O. La fécondé & la troifieme donneront de même 
d <fd s -h ( «fdi-t- cf d 5')= ojôc on conclura 

enfin de ces deux dernieres ^ ^ ~ ° 

d \ i (77) "1 = O ; & en intégrant on aura C d (77) -t- dy 
^ dy -* 

= O : intégrant de nouveau , il viendra -^~^y = C!, équa- 
tion de la chaînette , telle que nous l’avons déjà trouvée 
(182). Donc le centre de gravité de la chaînette defcend le 
plus bas qu’il lui efi pofiible. 

Remarquez que fy d s étant ici un Maximum , on doit en 
conclure qu’entre toutes les courbes ifopérimetres, termi- 
nées par les deux mêmes points /d Sx. B , la caténaire eft celle 
qui, par fa révolution autour de l’axe horizontal AC, en- 
gendreroit la plus grande furface courbe. 

Exemple IL 

I 8 5 • fuppofe que la gravité agit fuivant des direc- 
tions qui tendent toutes à un même centre, & on demande 
la courbure que doit prendre alors une corde A D follicitée 
dans tous fespoints par l’aéHon de la pefanteur f 
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Soîc menée par le point de fufpcnfion A au centre des 
forces C la droite A C , Sa d’un point quelconque AI de la 
courbe cherchée, tirez fur cette droite la perpendiculaire 
AI ^ ; après quoi vous completterez le reûangle A PM ^ , 
& faifant C^=^=jf, QM=^,CM=2, vous verrez que 
ce qui étoit * ôc ^ dans l’équation générale , devient ici y 
(X.A C — x \ ainfi cette équation fe changera en 

J /(Ydy — Xix)r\ Ydx-hXdy 
dt' ) — dt 

■ Soit F la vîtefle communiquée par la force centrale , la- 
quelle eft une fonâion de z , la quantité de mouvement de 
l’élément ds fera F d s ■= MO , qui étant décompofée en 


deux autres MS, MT fuivant les lignes MQ 6c PM, don- 
nera z: Fds::x:MT=>^~=:Y:MS = ^-^^X. 
Subllituant ces valeurs dans l’équation générale , on aura 
(xd y — y dx)^ = = L’in- 

tégrale eft ( jf d y — ydx)==fFdz, Or en fuppofant 
conftante mr = zd(f> = du, on a le rayon ofculateur 

= i-d/J^dd T ) 7 Z » ^ ACM U 

vient xdy — y d x t=zzd <f valeurs qui étant fubftituées 

donneront — =/Fdz, ou -t- 

— dt'-hlddl ’ fFdz^ l du*-t-di' 

Multipliant par Z , on a -t- , dont l’inté- 

grale eft/ fFdz-\-lz = y{du*-^dz*) — /^, ou zf F dz= 
Cj/"^ 1 Séparant donc, on aura 


dp = —~ 


riz * 


j , pour l’équation différentielle de la 


îK[2(/Fdz)*— c*]' 
chaînette , dans le cas où la gravité agit fuivant des 

Sij 
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direû'ions convergentes vers le centre des forces. 

Mais pour faire une application de ce réfultat généiîil , 
fuppofons que F= c’eft-à-dire, que la gravité agiflc 
en raifon inverfe du quarré de la diftance , nous aurons 


fFdz 


— bC 


donc d(p — 


dt 


; équation 


que l’on intégrera , en la rendant rationnelle. Mais comme i 
peut être plus grand ou plus petit que , il y aura deux cas 
à examiner. Soit donc B le point le plus bas de la couVbe , 
foit CB = c fCi l’angle B CM= ? , on aura , dans le premier 
cas l’intégrale 9 = H- — ~ - /. — -j) -H & 


dans le fécond , — = - 

^ Z 


t H-m* 




Si m eft un 

nombre entier, la courbe fera algébrique dans le dernier cas.} 


r 
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I § 5. Le levier eft une verge inflexible PCQ^ appuyée 
fur un point C, autour duquel elle peut fe mouvoir libre- 
ment. Nous ferons d’abord abftra£tion de fa pefanteur , afin 
de Amplifier fa théorie. 

Soient deux puiflances & B appliquées aux deux extré- 
mités P S>L Q d'un levier PC Qde figure quelconque , & foie 
propofé de trouver les conditions de l’équilibre dans cette 
machine. 

On prolongera les direûions yf P & B ^ de ces deux puif- 
fances jufqu’au point de concours E où elles feront cenfées 
agir conjointement. Et alors repréfentant par £ F l’a^on 
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de la force par E G celle de la force B , on aura la dia- 
gonale E H pour leur rdfultante , que l’on voit bien ne pou- 
voir être détruite , fi elle n’eft pas dirigée vers le point d’ap- 
pui C. Soit donc C la charge de l’appui, repréfentée LH, 
on aura pour l’équilibre , 

C : yi : B : : EH: E F : EG : : Jin PEQ : fin CEQ : fin CEP. 

187* Puifque la réfultante des puilTances A àc. B palTe 
par le point d’appui C, la fomme des moments par rapport à 
ce point doit être zéro(j7). Menant donc les perpendi- 
culaires C M ,C N àu point C fur les direûions A P, B 
on aura A. CM=B.CN, ce qui peut également fe dé- 
duire de la proportion A : B :: finC E fimCEP. Et delà 
on conclura généralement la condition fondamentale de l’é- 
quilibre dans le levier. 

Pour que deux puijjances appliquées aux deux extrémités d’un 
levier fe fajfent équilibre , il faut que leurs moments foient égaux , 
ou ce qui revient au même , il faut que chaque puijfance foit 
réciproquement comme la perpendiculaire menée du point d’appui 
fur fa direûion. 

1 8 8 • Quelques foient alors les puiflances appliquées au 
levier , la réfultante palTera toujours par le point d’appui , 
& par conféquent la fomme des moments des puilTances qui 
tendent à faire tourner le levier dans un fens , eft égale à la 
fomme des moments de celles qui tendent à le faire tourner 
en fens contraire, les moments étant pris par rapport au 
point d’appui. 

1 89- Si les deux puilTances , ou les deux poids A 6 c. B 
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ont des direâlons parallèles , alors les perpendiculaires 
CM y CiV fe trouveront dans une même ligne MN\ & fi de 
plus le levier eft droit , fes deux Eras C P, CQ feront pro- 
portionnnels aux lignes CM y CJV. On aura donc pour l’é- 
quilibre y A .C P =t B .C \ ainfi pour que deux poids foient 
en équilibre dans un levier droit y ils doivent être en raifon inverfe 
des bras auxquels ils font fufpendus. 

Donc fi le bras C P eft double du bras C Q , un poids A 
d’une livre fera équilibre au poids B de deux livres. Mais on 
voit bien que fi on ajoutoit un même poids aux deux autres , 
l’équilibre ne pourroit plus fubfifter. Le feul moyen de le 
maintenir alors , feroit d’ajouter à B le double de ce qu’on 
ajouteroit au poids A ; d’où il fuit qu’en prenant un leviec 
d’une longueur convenable , on peut mettre en équilibre les 
poids les plus inégaux. 

190. Si au lieu du poids , on imaginoit une puiiranc& 
qui fit équilibre au poids B, on pourroit alors confidérer dans 
un levier trois chefés différentes y au moins quant au nom , 
favoir la puifiancc , le poids que l’on appelle aufll la réfif- 
tance , ôc le point d’appui* Les trois chofes cependant ne 
font au fond que trois puiffances différentes dont les deux 
premières unifient leurs efforts contre le point d’appui qui 
‘ tient lieu de la troifierae y & qui détruit leur réfultante. 

Mais quoi qu’il en foit , on a coutume de diftinguer trois 
efpeces de levier, relativement àlapofition du poids, de 
la puiffance & du point d’appui ; & on appelle levier du 
premier genre , celui où le point d’appui fe trouve entre la 
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puilTance fie le poids ; levier du fécond genre , celui où le 
' poids cft entre l’appui ôc la puiflance ; levier du troifieme 
genre , celui où la puiflânce eft entre le poids fie l’appui. 

Dans le premier cas , la puiflance peut avoir de l’avantage 
ou du défavantage fur le poids , félon que le bras auquel elle 
efl appliquée , eft plus ou moins long que le bras qui foutient 
le poids. Dans le fécond cas la puiflance eft toujours favori* 
fée ; dans le troifleme, elle a toujours du défavantage. 

1 9 I . Lorfqu’on veut foutenir une maffe Af , une grofle 
pierre , par exemple , on prend ordinairement un levier dont 
on fait pafler une petite partie CP au-deflbus de la pierre ; 6c 
alors le point C étant appuyé fur le terrein , la puiflance Q 
agit avec d’autant plus d’eflicacité , que le bras C Q auquel 
elle eft appliquée , fe trouve plus long que la partie C P. 
Ceux qui diftinguent trois fortes de levier, regardent celui- 
ci comme appartenant à la fécondé efpece. 

19a. Mais lorfqu’un homme foutient un poids au bout 
de fon bras étendu horizontalement , le levier qu’il emploie 
eft du troifieme genre , parce que les mufcles qui tiennent 
alors lieu de la puiflance , fc trouvent entre le point d’appui 
fie le poids. Or dans un adulte de conftitution moyenne , la 
longueur du bras eft à la diftance du mufcle Delcokie au 
point d’appui , comme 100 eft i 3 ; donc un poids de 3otb 
ne peut être foutenu dans cette pofition, que par un effort 
de looolb. On ne doit donc pas être furpris de la difliculté 
que l’on éprouve , à porter ainfi des fardeaux un peu lourds. 

Il fembleroit d'abord que tout autre arrangement eût été 
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plus favorable à l’afHon de nos mufcles ; maïs en confiddranc 
les chofes de plus près , on voit qu’il n’y a pas de genre de' 
levier plus propre que le troifleme à produire de grands 
mouvements dans les poids que l’on fouleve ; ôc s’il faut de 
plus grandes forces pour les produire , avec quelle intelli* 
gence , mais en même temps avec quelle économie l’Auteur 
de la Nature n’y a-t-H pas pourvu ! f^<yez Borelli, de motu 
Ammal'ium , 6c Nieuventyt , Exijïence de Dieu démontrée pat 
les merveilles de la Nature. 

193 * Mais encore une fois , ces trois fortes de levier fe 
léduifent à une feule , parce qu’au fond rien n’empêche de 
confidérer indifféremment le poids , la puiffance , 6c la 
charge de l’appui , comme trois puiffances différentes donc 
deux luttent contre la troifleme. Et quand une fois l’équi- 
libre efl: établi entr’elles , qu’eft-ce qui pourroic empêcher 
Fi 6, aufli de regarder l’un quelconque des trois points P, C, Q 
comme l’appui du levier , puifqu’ils font tous fixes ? 

Nous favons , par exemple , que la charge de l’appui C 
eft exprimée par on peut donc la regarder comme 

une puiffance qui agit de bas en haut , 6c qui fait équilibre à 
la puiffance Q _ , fur le levier P C Q dont l’appui eft en P : 6c 
alors on a pour la condition de l’équilibre ,(y^-+-P)PC = 
B . PQy d’où on tire également A .C P == B ,CQ, comme 
nous l’avons déjà trouvé. 

*gj* 1^4* Si un levier JS ^ appuyé par les deux extrémités 
A Sx. B ïc trouve chargé en C par un poids quelconque Ai, 
on voit bien que pour avoir la charge des deux appuis , il 

faut 
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faut décompofer la puiflance M en deux autres , qui foienc 
parallèles entr’elles , & qui palTent l’une par le point ^ , l’au- 
tre par le point B. Celle qui pafTera par aura pour valeur 
~ M, 6 c l’expreflîon de celle qui palTera par B fera ^ M. 

195. Veut-on maintenant avoir égard à la pefanteur du 
levier ? On la regardera comme une nouvelle puilTance dont 
tout l’effort réuni au centre de gravité s’exerce perpendicu- 
lairement à l’horizon; d’où il fuit qu’on ne doit pas avoir 
égard à la pefanteur d’un levier , dont le centre de gravité 
répond au point d’appui. 

Mais fuppofons que les deux puilfances A &c B foient pa- Prc. 
ralleles 6 c verticales , 6 c que G foit le centre de gravité du 
levier P CQ , de maniéré que tout fon poids L agilfe verti- 
calement , fuivant la ligne G L : en menant alors une droite 
quelconque MCI N, nous aurons pour condition de l’équi- 
libre y B .C N L . C I = A .CM. 

195. Etant donné un levier PCQ , fon poids L , ÔC 
les puiffances A B appliquées à fes deux extrémités, 
on trouvera le point d’appui C fur lequel doit fe faire l’é- 
quilibre , en imaginant une droite quelconque mcin, qui 
coupe en m y i ^ n les perpendiculaires PA y / Ly QB don- 
nées de pofition. Car alors on aura B .en -ht . ci = A. cm; 

& fublHtuant ri-t- i» au lieu de en y 6 c im — irau lieu 
de f m , on trouvera B . ci B . in -h L. c i = A . i m — • 

A .ic’y donc ic = — 7 Ayant ainfi déterminé le 
point f, on mènera par ce point une verticale cC qui coupera 
le levier airpoint d’appui C que l’on cherche. 

T 
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197- Confid(^rons à préfent un levier du fécond genre, 
C P Q, que nous fuppoferons droit & uniformément pefant. 
Soit la longueur CQ — a,lsi partie C P= b, & fa gravité fpé- 
cifique On aura doncg a pour l’exprelTion de fon poids 
total L , qui eft cenfé agir en I milieu de C Q , & par confé- 
quent on aura pour l’équilibre, B a = b y4 j^gaa , ou 
B = Si a eft très-petit , la puiflance* E fera fort 

grande , ôc A au contraire a eft très-grand , la même puif- 
fance B fera encore fort grande ; il y a donc entre ces deux 
extrêmes une telle valeur à donner à B , que l’on ne puifle 
pas lui en fuppofer une moindre, pour obtenir l’équilibre. 

Pour la trouver , on différenciera l'expreffion générale 
de B en faifant varier a , & on aura ^gda — , qui étant 

divifée par da & égalée à zéro donne f ^ ; d’où 

on tire auAi-tôt fl = , enfuite ^ > ôc par 

conféquent g a 2 b A g. Connoiffant donc le poids A , 

la diftance CP à laquelle il fe trouve appliqué , & la gravité 
fpécifique g du levier , on déterminera immédiatement la 
plus petite force B que l’on puiffe employer pour l’équilibre , 
en calculant la formule B = V 2 bAg; & la longueur né- 

ceffaire du levier fera déterminée par la formule 

a = 

s ' _ 

Exemple. 

On fuppofe que CP=^ pouces, que la maffe A pefe 
2 oolb, & que la gravité fpécifique du levier , ou générale- 
ment ce que pefe un de fes pouces eft Alors CQ=a 
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a = 1^2400 = 49 pouces = 4 pieds 1 pouce, 6c EVl)oô = 
~1T)= 24ÎÏ> 8 onces. Il faut donc pour ce cas un levier de 
4 pieds I pouce de longueur , & une puiflance équivalente 
au poids de 2^^ 8 onces, 

ipg. Lorfqu’on veut drefler une pierre M fur fa vive Fia; 
arête fC L , en employant un levier du fécond genre CP Q, il 
ne faut pas prendre pour B le poids entier de la pierre , parce 
qu’une partie de ce poids ed foutenue par l’arête K L ; mais 
pour déterminer ce qui tient lieu de B , on peut s’y prendre 
de la maniéré fuivante. 

Soit G le centre de gravité , 6c iV le point ou la verticale 
menée pat ce centre , rencontre la bafe K L F G : foit audi 
prolongée PJV jufqu’à la ligne K L. Cela pofé , le poids M 
fuivant GJV Ce décompofera en deux puilTances qui palTeront 
l’une par P, l’autre par T. La première aura pour valeur 
M ; mais comme elle n’eft pas perpendiculaire au levier, 
il faudra la décompofer à fon tour en deux autres , dont l’une 
fuivra la direction du levier, pendant que l’autre fera perpen- 
diculaire à cette même direêtion. En vertu de la première , 
on vcrroit glifler la pierre fur le levier , fi le frottement ne 
détruifoit pas fon effet ; mais la fécondé fera réellement tout 
ce que l’on doit prendre pour B. 

Remarque. 

199* C’eft fur les principes que nous venons d’expofet 
que font conftruites les Balances. Il y en a de plufieurs fortes , 
mais toutes s’expliquent facilement en les ramenant au le- 
vier, Tout le monde connoîc les balances ordinaires, qui 

Tij 
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ne font autre chofe qu’un levier mis en équilibre fur foiî 

milieu , 6r portant un Bajftn à chaque extrémité. 

Le levier B que l’on appelle aufli le Fléau y eft la piece 
principale de cette machine. Ses deux bras /I X y B X doi- 
vent être parfaitement égaux en longueur. On doit tâcher 
aufli de les rendre également pefants ; mais cette condition 
eft bien moins importante que la première pour la bonté d’une 
balance ; parce qu’il eft toujours fort aifé de compenfer l’i- 
négalité de leurs poids par ceux des baflins , au lieu que rien 
ne peut corriger l’erreur qui provient de l’inégalité de leur 
longueur. 

Le fléau eft traverfé dans fon milieu X par un ^xe S X 
dont la partie fupérieure eft ronde, l’inférieure eft tran- 
chante. Cet axe traverfe à fon tout la Châjfe ou Anfe 
STX par les deux trous S y X dans lefquels il doit être fort 
mobile. \J Aiguille E fait partie du fléau ; elle eft toujours 
perpendiculaire à fa longueur , & on la difpofe de maniéré 
qu’elle fe trouve exaêlement dans le plan de la châfle, toutes 
les fois que le fléau eft bien horizontal. Enfin à chaque ex- 
trémité du fléau eft fufpendu par trois cordons ou trois 
chaînes un baflin capable de contenir plus ou moins de 
marchandifes ou de poids. Lorfque ces deux baflins font 
vuides y il faut , fi la balance eft bonne , qu’elle refte en équi- 
libre y & que l’aiguille ne s’incline d’aucun côté de la châflTe. 

Il feroit inutile d’infifter fut les différents ufages d’une 
machine aufli familière. Perfonne , en général, n’ignore que 
pour pefer une maffe quelconque , on la place d’abord dans 
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un des deux balHns, n’importe lequel, & qu’cnfuite on 
. charge l’autre d’autant de poids qu’il en faut pour établir l’é- 
quilibre , ce que la pofition verticale de l’aiguille indique 
bientôt. Le poids de la maichandife eft toujours égal à la 
fomme des contre-poids. 

2 00. Une chofe cependant peut rendre très-défeûueufe 
cette première efpece de balance , l’inégalité de fes bras : 
car il eft aifé de compenfer la brièveté de l’un par l’excès du 
poids que l’on donne au badin qui s’y trouve fufpendu ; ôc 
alors les poids des deux badins étant en raifon inverfe des 
longueurs des deux bras , l’équilibre aura lieu , fans que l’on 
puide toutefois compter fur l’exaditude de la balance. 
Que l’on mette en effet de la marchandife dans le badin du 
plus long bras , il ed clair qu’elle fera équilibre à un poids 
plus grand que le lien. 

. 2 0 1. Mais on fait que pour vérifier ces forces de balan- 
ces, il fufiit de faire paffer refpeâivement d’un badin dans 
l’autre , le poids & la marchandife. On voit aufll-tôt le poids 
déjà trop fort acquérir de nouvelles forces par fa fufpenflon 
au plus long bras , & par une fubice prépondérance , faire 
difparoîcre tout équilibre. Au refie toute fauffe que peut- 
être une pareille balance , elle ferviroit également à déter- 
miner les vrais poids des denrées , fi après les avoir pefées 
dans les deux badins , on prenoic un moyen proportionnel 
géométrique entre le poids qui fait équilibre à la denrée 
dans un badin , ôc celui qui lui fait équilibre dans l’autre. 
Pour le démontrer , foitj^ le poids de la dentée , foita fon 
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contre-poîds lorfqu’elle eft fufpendue au plus petit bras, que 
je fuppofe être A ü ; on aura donc y . A S = aSX. Soit b 
le contre-poids de cette même denrée mife dansl’autre baffin, 
& on aura y . S X => b . A S ; donc yy . A S . S X = ab . 
AS. SX, &cy = i/'Tt. Par exemple, fi après avoir pefé 
la marchandife dans un bafiin , on trouve qu’elle foit en 
équlibre avec un poids de 2 ytt>, & qu’en la pefant dans l’autre 
bafiin, le contre- poids foit de atftt), on aura pour fon poids 
véritable , aytt) 7onces 7 gros 2 5 grains. 

a 02. La balance, telle que nous l’avons décrite, eft fore 
commode fans doute , mais elle n’eft pas fans quelques in- 
convénients. Un des plus grands , c’eft que pour pefer diffé- 
rentes marchandifes , il faut fe fervir de différents poids ; au 
lieu que dans la Balance Romaine , appellée aufii Pejon , un 
fcul poids fuffit pour pefer toutes fortes de marchandifes. 
Autre inconvénient de la balance ordinaire, c’eft que pour la 
rendre plus parfaite , il faut donner une certaine longueur à 
fes bras ; mais alors ils font plus fujets à fe fléchir , ce qui 
les rend prefque inutiles. Il faut aufii que le fiéau puiffe fe 
mouvoir très- facilement , & pour cela il faut que fon axe foie 
bien aigu : mais plus il eft aigu , de quelque matière qu’il 
puiffe être , plus il eft fujet à s’émouffer ; & quand une fois 
il a perdu fon tranchant , la balance n’eft plus aufii mobile , 
parce que le frottement eft augmenté. Le frottement s’ac- 
croît encore par une autre caufe , qui eft la grandeur des 
poids dont on fe fert. Delà vient qu’une balance allez fenfi- 
ble pour pefer en petite quantité des matières très-pré- 
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cieufes , comme l’or & les diamants , ne pourroit fervir long- 
temps à cet ufage , fi on l’employoit à pefer aufli des poids 
confidérables. 

Tant que le fléau eft horizontal, le poids de l’aiguille porte 
fur l’axe de la balance : mais lorfque le fléau penche d’un 
côté , on voit bien que le poids de l’aiguille favorife celle 
des deux puifiances qui a prévalu fur l’autre. Audi a-t-on 
foin communément de n’employer que de petites aiguilles, 
& même de leur donner un petit contre-poids que l’on atta- 
che fous l’axe de la balance, afin qu’il tourne en fens contraire 
de l’aiguille. 

Dans la confiruâion des grandes balances , on doit préférer 
des chaînes de métal aux cordes , foit parce qu’elles réfifient 
davantage , foit parce qu’elles font moins expofées aux in- 
fluences de l’humidité & de la féchereflê. Il faut aufli préfé- 
rer les matières les plus dures & les mieux polies pour en 
faire le fléau , ou tout au moins l’axe d’une balance Iblide 6c 
facile à fe mouvoir. On peut au refte confulter fur cet objet 
les ouvrages de plufieurs Géomètres , Jac. Bernoullti opéra 
vol. J. . . Euleri dif^uifitio de Bilancibus in Comm. Acad. Petrop. 
ad an. 1738 Tom. X. . . Lambert y A£ia Hehetica. vol. 3, 6cc. 

a O 3 • Le pefon eft compofé d’un levier ou fléau A B 
qu’il faut tâcher de rendre le plus mobile que l’on peut au- 
tour d’un axe C, par une fufpenfion â couteaux. L’un des 
bras C B doit être beaucoup plus long que l’autre CA. Plus 
il y aura de différence à cet égard , plus les ufages du pefon 
feront étendus. Vers l’extrémité du petit bras on fuf- 
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pend un plat de balance propre à contenir des marchandlfeÿ,' 
ou on attache un crochet avec lequel on peut les foulever. 
Tout le long de l’autre bras doit glifler librement un poids 
quelconque F, que l’on y fufpend par une efpece d’anneau. 
Cela pofé , le badin étant vuide, on approche le poids F, 
du point d’appui ou du centre de mouvement C, jufqu’à ce 
qu’il y ait équilibre entre les deux parties du pefon. Suppo- 
fant alors que l’anneau H foit au point zéro marqué o fur le 
bras CB , il eft clair que fi on met un corps quelconque Q 
dans le plat de cette balance , l’équilibre fera rompu , juf- 
qu’à ce qu’on ait fuffifamment écarté du centre C le poids F : 
& quand on aura établi entr’eux l’équilibre que l’on fouhaite, 
on verra que le moment C A . Q_ doit être égal au moment 
F . C H , moins le moment F.Co de ce même poids F, parce 
qu’on l’a déplacé de cette première divifion en o. Donc 
CA . Q = F. Ho. 

Or il fuit de cette condruêUon que fi on divife la partie o B 
du levier en parties égales oi , 12, 25, 34, &c, dont la 
longueur foit celle du petit bras le chiffre qui répon- 
dra au point où fe trouvera l’anneau H , marquera le nom- 
bre de fois que le corps propofé Q contient le poids F. Pat 
exemple, fi ce poids, y compris celui de l’anneau , eft d’une 
livre , 6c répond à la troifieme divifion , on conclura que 
le poids Q eft de trois livres ; 6c ainfi des autres. Pour peu 
que l’on veuille multiplier les divifions du levier C B, on aura 
la facilité de pefer jufqu’aux moindres parties de la livre : 
mais pour les ufages ordinaires, il fuffit de partager en 16 

parties 
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parties légales les intervalles déjà fixés , afin de pefer exaâe- 
ment les onces. 

a O 4 - Da balance CWnoife n’eft autre chofe qu’un pefon 
adapté à un plus grand nombre d’ufages. On s’en fert beau- 
coup à la Chine pour pefer jufqu’aux plus petits morceaux 
d’or. Figurez-vous donc un petit bâton d’ivoire A B , dont 
l’extrémité A porte un baflin propre à contenir ce que l’on 
veut pefer. Ce bâton eft percé en C, de maniéré qu’un cor- 
don CD pafTant à travers y foit arrêté par un nœud. C’eft pat 
ce cordon que l’on foutient la balance , dont l’autre bras C B 
divifé en parties bien égales porte un contre- poids , que l’on 
éloigne du point fixe C, jufqu’à ce qu’il y ait équilibre. 
Mais afin de rendre plus commodes leurs balances , les Chi- 
nois en percent le fléau de deux autres trous £, F, pour 
pouvoir le fufpendre fucceffivement par trois différents points. 
Il y a une divifion particulière pour chaque axe de fufpenfion, 
& le baflin refiant toujours au même bout de la balance , on 
écarte plus ou moins le contre-poids. 

Au lieu de le rendre mobile , on pourroit faire mouvoir 
le baflin , & ce nouveau pefon ferviroit également aux mê- 
mes ufages : mais , en général , il efl plus aifé de manier le ' 
coiKre-poids, & on fatigue moins le plat de la balance. 

205. Les Méchaniciens fe font beaucoup exercés à in- 
venter de nouveaux moyens de pefer toute forte de poids. 
Une des machines les plus ingénieufes qu’ils aient imaginées 
pour cet effet , confifle dans un quart de cercle B D folide- 
ment établi fur fon pied P : au centre C fc trouve un axe 

V 


Fïr„ 

, 8i>. 


Fro. 

90. 


Fro. 

91. 


Digitized by Google 


'ij4 . ' TRAITÉ- 
perpendiculaire au plan du quart de cercle , & autour de cet 
axe font difpofées trois poulies mobiles & concentriques 
1 , 2 } qui ont chacune un cordon de foie au bas duquel 
on peut attacher fucceflivemen» le baffin. Les diamètres de 
ces poulies font arbitraires : mais elles font toutes attachées 
à un même rayon C M fait de matière un peu pefante , de 
maniéré qu’elles ne peuvent tourner , fans que cette efpece 
d’aiguille ne tourne aufll. Le cordon attaché à la plus grande 
poulie fert à pefer les moindres poids. Les deux autres fer- 
vent par gradation à pefer des mafles plus confidérables. 

C’cft le centre de gravité G de l’aiguille CM qui fait les 
fondions de puilfance. Suppofons en effet que le badin étant 
vuide , C M réponde au point o ; il eft clair que d on charge 
le badin , l’équilibre fe rompra , en faveur de ce que l’on- 
pefe ; le badin defcendra donc jufqu’à ce que l'Index C M 
foit monté vers D à une hauteur fudifante, pour que fon 
centre de gravité agidant pat un levier plus long , puida 
fervir de contre-poids. 

Mais afin qu’une trop lourde made n’expofe point l’ai- 
guille à monter fubitement au-delà du point D , on ajoute 
un poids quelconque à fon extrémité M , pour la rendre 
plus pefante , quand on veut déterminer des poids confidé- 
tables. 11 eft bon audi de placer en D un obftacle qui re- 
tienne l’aiguille dans le quart de cercle , au cas que fa pe- 
fanteur ne fuffife pas. On fent bien que le jeu de l’index au- 
tour du point C , ne peut guere être audi libre que celui du 
iléau dans les balances ordinaires. Le frottement eft nécef- 
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fai renient plus grand; ainfi on ne doit s’en fervîr que pour 
des poids au moins médiocres. On ne connoit rien de plus 
fimplc ni de* plus propre en même temps à pefer les plus 
petits poids , que les balances dont fe fervent les Jouailliers 
pour pefer les diamants, & les Eifayeurs des mcnnoies pour 
pefer l’or. Ce font des balances ordinaires , mais qui font (1 
juftes que la millième partie d'un grain leur fait quelquefois ' 
perdre l’équilibre. On les nommG Trébuchets ^ Sx. on a foin 
de les mettre à l’abri du vent , en les couvrant d’unjpetit réci- 
pient de verre. ' * 

2 O 5. La facilité de pefer avec affez d’exaclitude des ma- Fio. 
tieres bien moins précieufes, fait employer aufli une machine ?j. 
d’acier dont la forme fe reconnoît aifément à la feule inf- 
pe£Hon de la Figure pa. On fe fert encore d’une machine à 
peu près femblable , à laquelle on adapte un cadran , divifé 
en plus ou moins de parties , félon qu’on veut pefer des poids 
plus ou moins lourds , voyez laFtg, pj. Mais encore une fois, 
on ne doit pas s’attendre à une grande précifîon dans l’ufage 
de ces dernieres machinés , parce que le frottement, le défaut - 
d’élaflicité , la rouille , Sx toutes les influences de l’air les * 
rendent néceflairement imparfaites. 

A ces premières applications du levier , il feroit facile 
d’en ajouter une foule d’autres : mais tout le monde fait à 
quel point elles fe multiplient dans les divers ufages de la 
vie. Les rames des Bateliers, les bafcules, les ponts-levis, 
toutes les efpeces de cifeaux , de tenailles , de pincettes Sx de 
manivelles , tout enfin dans la Nature offre des applications 
. Vij 
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fans nombre de cette machine , qui pafle avec raifon pour la 

plus fimple & pour la plus utile de toutes. 

DE LA POULIE. 

0 

Fig. 2 O 7 . La poulie eft une efpece de' roue dont le diamètre 
& l’épaiffeur font arbitraires. Sa circonférence CFD eft 
creufée en forme de Gorg<’ , afin d’y fixer la corde ACBy donc 
un bout tient au poids, & l’autre à la puilTance. La roue en- 
tière eft ^lobile autour de fon axe ou EJfieu E y dans la Chape 
EG. ^ 

Quand la chape eft fufpendue en G, la poulie eft fixe ; 6c 
alors il faut pour l’équilibre que la puilTance £ foit parfaite- 
ment égale au poids A : elle n’a donc aucun avantage fur le 
poids y à l’aide de cette machine , fi ce n’eft pourtant qu’elle 
peut, à fon gré, changer fa direûion, ce qui favorife fouvenc 
fes efforts. On en voit affez d’exemples dans les poulies des 
puits , des greniers , des mâts , 6cc. 

Mais fl la corde qui entoure la poulie , eft attachée à un 
Fig. point fixe A par une de fes extrémités, pendant que la chape 
. porte le poids M , la poulie alors eft mobile ; & il eft clair 
que dans ce cas la tenfion du cordon A C, ou la charge de 
l’appui A doit être égale à la puiffance B , fans quoi la poulie 
glifferoit fur la corde. 

Soit donc repréfentée par 1 K la charge de l’appui , ôc par 
KL la puiffance B. On aura la diagonale H K pour repréfentet 
le poids M, & puifqu’on zB : M : : K L : // L, les triangles 
femblables H K L y C ED y donneront B : M : : D E : C D, 


Digitized by CoogI 


DE MÉCHANIQUE. 1^7 

// faut donc pour établir l’équilibre dans la poulie mobile y que la 
puijfance B foit au poids M , comme le rayon de la poulie e[l à la 
Jbutendante de F arc entouré par la corde, 

Ainfi tant que cet arc aura plus de tfo®, la puiffance aura 
de l’avantage , 6c le cas où elle en obtiendra le plus y fera 
celui où l’arc enveloppé par la corde fera de 180®, ce qui 
arrivera toujours lorfque les deux cordons y^CtcBD feront 
parallèles. On ne peut donc rien efpérer de plus favorable 
pour la puilTance, lorfqu’elle exerce fes forces par l’en- 
tremife d’une poulie mobile , que de la mettre en équilibre 
avec un poids double. Si l’arc foutendu par C D z moins de 
do®, on voit bien pourquoi la puiffance doit avoir du défa- 
vantage. Il ne faut pas oublier , au relie , de tenir compte du 
poids de la poulie , quand on veut une grande exaditude dans 
le réfultat du calcul, 6c alors il fuHk de l’ajouter au poids 
de la mafle M. 

La propriété de la poulie mobile a donné lieu à une alTez 
belle invention, repréfentée par la Fig. pj. On y voit un 
poids ou une' puiffance Q dont l’action lè communiquant par 
le moyen d’une poulie fixe T à cinq poulies mobiles, fait 
équilibre au poids P fufpendu à la cinquième. Toutes ces 
poulies font égales entr’elles , ôc les cordons qui les foutien- 
nent font parallèles. Chacun de ces cordons eft attaché en 
par une de fes extrémités à une piece de bois ou à un mur 
quelconque. 

Cela pofé, il eft évident que la première poulie mobile 0 
doit être en équilibre avec une puiffance Q deux fois moindre 


I 

-I 


Fi«; 

9S- 


Digitized by Google 


Fig. 

96. 


ijg TRAITÉ 

que la charge de fa chape. Celle de la chape qui fuit j doit ^ 
par la même raifon être quatre fois plus grande que cette 
même puiflance, & ainfi des autres , jufqu’à la char^i de la 
poulie qui n’eft autre chofe que le poids A/ , & qui fe 
trouve par- là en équilibre avec un autre poids trente- 
deux fois moins pefant. On peut donc , en multipliant les 
poulies mobiles , augmenter conlidérablement les forces 
d’une puiflance qui agit à l’aide d’une pareille machine. L’ex- 
preflion générale de cet accroilTement de forces eft F=a”'Ç. 

a O 8 « On appelle Mouffle une machine compofée de plu- 
fîeurs poulies y/, Bj C, D difpofées d’une maniéré quelconque 
fur une même chape AD. Une force médiocre fuffit dans une 
mouffle pour vaincre une grande réddance : mais l’effet de 
cette machine eft bien plus remarquable quand elle réunit 
une mouffle fixe à une mouffle mobile. Suppofons que la 
mouffle AD foit fortement attachée parles oreilhi MbiNy 
& qu’une autre mouffle G E portant un gros poids P foit 
fufpendue horizontalement à la première par une feule corde 
dont l’extrémité Q eft tirée pat la puif- 
fance. Cela pofé , cherchons la condition de l’équilibre entre 
le poids P fie la puiffance Q : mais auparavant n’oublions pas 
d’avertir que le poids total de la mouffle mobile fie de tout 
ce qui la concerne , doit être ajouté au poids P. 

D’abord il eft clair , par ce que nous avons dit de la poulie 
fimple,.que la tendon du cordon 1 eft égale à la puiffance Q } 
que celle du cordon 2 eft égale à celle du cordon i , fie aind 
de fuite. Tous ces cordons doivent par conféquent être tous 
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également tendus , & la force de leur tendon fera toujours 
mefurée par la puiflance Q. 

Or la tendon d’une corde en équilibre vient de deux puif- 
rances égales qui la tirent en fens contraires ; nous pouvons 
donc regarder chaque cordon , comme étant tiré de bas en 
haut par la puiflance Q j ôc de haut en bas par une autre puif- 
fance égale à Q. Mais celle-ci ne peut évidemment tendre 
qu’à charger la mouffle dxe ; fon effet fera donc anéanti. La 
première au contraire tend à élever la mouffle inférieure ; 
aind on doit regarder chaque cordon comme la direâion 
d’une puiflance Q qui agit pour élever la mouffle £ FG. Si 
on décompofe donc chacune de ces direétions en deux au- 
tres , l’une horizontale , dans le fens de la mouffle , & l’autre 
verticale , on verra que les premières doivent fe détruire 
mutuellement , afin que la mouffle n’ait aucun mouvement 
horizontal ; & que les autres font employées à foutenir le 
poids P. Soit donc yf l’angle que fait ün cordon quelconque 
avec l’horizon; il eft aifé de voir que Qfm /I eü l’effort ver- 
tical qui réfulte de la puiflance Q dirigée fuivant ce cordon. 
Ainfi la fomme de toutes ces puiffanees , ou fom • , 

ou Qfom ,fm/1 = P. Il faut donc, pour établir l’équilibre 
dans cette machine , que la puiflance foit au poids conune le 
(inus total eft à la fomme des finus des angles que font avec 
l’horizon les cordons aboutiffants à la mouffle mobile. 

Et par conféquent , lorfque ces cordons font parallèles , la 
puiflance doit être au poids, comme l’unité eft au nombre des 
cordons qui aboutiffent à la' mouffle mobile. Cette difpoficion 
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eft donc la plus favorable de toutes aux efforts de la puif» 

fance. 

- La condition que nous venons d ’expofer , n’a pas moins 
lieu , quand les deux mouffles font verticales : mais alors 
il faut que les poulies foient d’inégales grandeurs , & fi 
on veut que les cordons foient parallèles , il faut que les 
diamètres des poulies que la corde embrafle fucceffivement, 
fuivent une progrefTion arithmétique dont la différence foit 
le diamètre de la plus petite poulie. 

Suppofant donc que les poulies E,C,F , B ,G ^ yf 
foient refpeélivement , quant à leurs diamètres , comme 

O*' l’équilibre la condition 

fuivante. Le poids doit équivaloir à autant de fois la puif- 
fance , qu'il y a de cordons aboutiffants à la mouffle mobile; 
Enforte que dans le cas préfent , une puiffance Ç fept fois 
moindre que le poids P, le foutiendroit en équilibre. 

L’ufage des poulies moufflées ell fort commun dans les 
manoeuvres des vaiffeaux , ôt généralement par-tout où il 
s’agit d’élever de gros poids. Elles font d’autant plus com- 
modes qu’elles n’exigent, pour être mifesen jeu, ni beau- 
coup d’efpace , ni de grands efforts. Au refte les avantages 
qui peuvent en réfulter pour la multiplication des forces , 
ne paffent jamais certaines bornes : parce qu’en augmentant 
trop le nombre des poulies & des cordons , le frottement 
devient fi confidérable , qu’il n’y a prefque plus rien à gagner 
pour la puiffance. 

11 y a plufieurs autres arrangements de poulies , qui ten- 
dent 
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dent plus ou moins à multiplier les forces : mais nous n’en- 
trerons pas dans un plus grand ddtail fur cette matière. 

DO TREUIL ET DES MACHINES 

QUI s'y RAPPORTENT, 

209. Sur deux appuis A^A repofe un cylindre B B 
dont les extrémités ou Tourillons peuvent tourner aifément 
dans les deux trous ou fentes des appuis. Perpendiculaire- 
ment à ce cylindre, appellé auffi T<Jwio«r , eft fixée une 
roue R , que la puilTance s’efforce de faire tourner. Elle en- 
traîne dans fa révolution le tambour auquel eft attachée une 
corde C C qui foutient le fardeau , ôc qui l’éleve peu-à-peu , 
à mefure que le cylindre tourne. Cet enfemble forme le 
Treuil y dont l’ufage eft fi commun aux environs de Paris ôc 
ailleurs , pour tirer les pierres du fond des carrières. 

Souvent au lieu de la roue , on fe fert d’une fimple mani- 
velle ou de deux leviers qui traverfent le cylindre : mais en 
regardant ces leviers comme autant de rayons d’une même 
roue, on voit bien que c’eft la même machine. Il paroît feu- 
lement que la révolution du tambour produite par la force 
des leviers eft moins uniforme que celle qui s’opère pat la 
roue : mais aufli le volume des leviers eft moins embarraf- 
fant. On voit de ces fortes de machines fur tous les Haquets , 
ou voitures deftinées à tranfporter les pièces de vin. 

2 10. Dépouillons maintenant la Fig. ÿS de tout fon ap- 
pareil extérieur , pour ne confidérec que les parties effen- 
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Fio. tiellement relatives à l’équilibre. Soit donc AB Taxe du 
cylindre appuyé fur les deux extrémités A 6c B : foit DTE 
la demi-circonference de la roue , à laquelle efl.appliquée la 
puiiïance P, fuivant la tangente FM P : foit H le point où 
la corde HQ touche la furface du cylindre , dont G H repré- 
fcnte le rayon ou la perpendiculaire menée du point H fur 
l’axe AB, Imaginons enfin que l’interfeclion du plan vertical 
DTE de la roue avec le plan horizontal A BHj foit la 
droite C M 0. 

Cela pofé , fi on conçoit la puiflance P appliquée en MSc 
repréfentée par M JV , on pourra la décompofer en deux 
forces, l’une horizontale exprimée par A/ 0 , l’autre verti- 
cale exprimée par M R. Or la première eft dans la diredion 
du point C ; elle eft donc détruite par la réfiftance de l’axe, 
& tout fon effort fe réduit à charger horizontalement les ap- 
puis A & B. C’eft donc la fécondé de ces forces qui doit feule 
faire équilibre au poids Q dirigé fuivant HQ, 

Imaginant donc le levier'Af A H dont l’appui eft en A , 
on aura pour l’équilibre, M R : Q : : H K : M K ; d’ailleurs 
les triangles K M Cf KG H font femblables , ainfi que les 
triangles M N R y M FC ; on aura donc è°, HK : MK ,ou 
bienAfK: Q : :GH:CM-, 2 °, M R : M N: : C F: CM; 
d’où on tirera 

Q.GH=CF.MN=CF.P 
c’eft-à-dire, que NquUibre dam le treuil exige que la puijfance 
appliquée à ta roue , foit au poids comme le rayon du cylindre eft 
au rayon de la roue y ou ce qui revient au même, l’équilibre a 
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lieu dans le treuil , lorfque les moments de la puilTance &c du 
poids , pris par rapport à l’axe , font égaux. 

2 I I . Pour déterminer la charge des deux appuis /f B , 
il faut décompofet la force horizontale MO, ou— P en 
deux autres dont l’une foit dirigée vers yf , l’autre vers B. 
Celle qui pafliera pat fera Aa! celle qui paf- 

fera par B , fera = P. 

Pareillement les deux forces verticales AIR fe ré- 
duifant à une feule , Q-4 -A/BouQh- P, qui paffe par K, 
on la décompofera en deux autres forces verticales dirigées 
fur 6c fur C , dont la première A a aura pour exprelfion 
— ^ Q ) » pendant que la fécondé fera repréfentée 

pat = ^ ^ ^ )• Achevant donc les reélangles 

A a' a" a, B y b" b , les diagonales a", B exprimeront les 
charges des appuis A (x. B. 

2 I 2 . La condition de l’équilibre dans le treuil nous fait 
voir que la puiffance a d’autant plus d’avantage , qu’elle eft 
appliquée à une plus grande roue. Cette roue , au refte, peut 
être placée par-tout où l’on veut, dans la longueur du cy- 
lindre , fans que l’équilibre en foit troublé. On pourroit fup- 
pofer , par exemple, la fedion G H dans le même plan que la 
roue , 6c l’équilibre n’en feroit pas moins exprimé par l’équa- 
tion P .G F — Q .G H", car alors les deux forces P 6c Q 
luttant l’une contre l’autre fut le levier angulaire F CH, leurs 
efforts feroient égaux , auffi-tôt que l’on auroit P .GF=‘ 
q. GH, 

Xij 
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Remarque I. 

, 2 I 3 . La corde dont on fe fert dans le treuil étant prefque 

toujours d’un diamètre notable, & l’a£Uon de la puilTance fe 
tranfmettant au poids par l’axe même de la corde , il faut 
ajouter le demi-diametre de la corde , foie au rayon du cy- 
lindre , foit au rayon de la roue. 

Et delà vient qu’il faut augmenter la puiflance , lorfqu’a- 
près avoir couvert toute la longueur du cylindre d’un pre- 
mier rang de corde , on vient à en mettre un fécond , ou 
un troifieme , &c. « 

2 1 4» Si au lieu d’être horizontal , l’axe du treuil eft per- 
pendiculaire , la machine porte alors le nom de Cabejlan. On 
s’en fert fréquemment pour amener peu-à-peu des malTes 
confidérables , comme des pierres énormes, des blocs de 
marbre , des ftatues équeftres de bronze , &c. On commence 
par les foulever avec des leviers, de maniéré à pouvoir in- 
troduire des rouleaux deflbus. Quelquefois aufli on les éta- 
blit fur une forte charpente foutenue par des roues très- 
épailTes & maffives , puis on enfonce bien avant dans la terre ' 
un pieu K auquel on attache le cabeftan. Quatre hommes , 
ou plus s’il le faut , appliqués chacun à un levier font tour- 
ner le cylindre , la corde s’enveloppe à mefure fur fa circon» 
férence j 6c le poids avance d’autant. Quand il eft près du 
pieu , on attache le cabeftan plus loin , on recommence la 
même manœuvre , 6c à force de la continuer , une fimple 
poignée d’Ouvriers peut enfin venir à bout de traîner jufqu’au 
lieu de leur deftination ces poids immenfes. 
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C’eft ainfi que malgré tout le frottement qu’il faut vaincre, 
nous voyons fi fouvënt remuer fans de grands efforts les plus 
lourdes mafles. Quand il s’agit de les amener à de petites 
difiances , on fixe à demeure le cabefian & on met en jeu 
fes leviers , pendant qu’un homme affis près du cylindre dé- 
veloppe les premiers tours de corde à mefure qu’il s’en forme 
de nouveaux. A Paris , tout le monde connoît cette manœu- 
vre ; elle fert continuellement à décharger les bateaux de 

pierre, 6fc. ' ‘ 

Remarque II. 

a I 5 • Les treuils dont on fait ufage pour la conftru£lLon 
des bâtiments médiocres , font ordinairement portés fut 
deux pièces de bois qui font un angle , au fommet duquel fe 
trouve une poulie entourée par la corde. On appelle Crue 
ceux qu’on emploie dans les grands édifices. 

• Or dans une grue, l’aflemblage de toutes les parties du cy- 
lindre 6t des roues fait équilibre à une grande piece de bois 
dont la direâion eft oblique à l’horizon , ôc qui porte des 
poulies fixes fur lefquelles palTe la corde. Le tout efl très- 
mobile fur un pivot , de façon qu’ayant élevé le fardeau à 
une certaine hauteur, on peut le faire tourner aifément tout 
autour de la grue. 

Et pour donner plus de force à cette machine , on difpofe 
ordinairement à chaque extrémité du cylindre , une roue de 
fix pieds de rayon , fur laquelle oh monte par de petits échel- 
lons , afin de s’aider de fort propre poids ; ou fi elles ont 
un tambour chacune , les ouvriers les font tourner , en 
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marchant plufieurs enfemble dans l’intérieur du tambour. 

a I 5 . Repréfentons par C yi B le quart de la roue dans 
lequel ces hommes marchent, & pat My M'y M"y M'"y B, les 
points ou leur 'pefanteut agit fuivant les perpendiculaires 
PMy P' M'y P"M“ y ôcc. Appcllaot donc MyM'y ôcc , 
leurs poids refpe£Ufs , nous aurons pour l’expreffion de leurs 
moments rapportés au centre C, les produits M ,CP y M! . 
C F' y &c , dont la fomme doit être égale au moment de la 
mafle qu’ils élèvent. 

Soit donc CE le rayon du cylindre , P le poids à foute- 
nir;on ma P .CE = M . CP-h M'.C P' M" . CP"~h 
M'" . CP'" -+- B . CB ( en fuppofant qu’il n’y ait qu’une 
feule roue ; car s’il y en avoir deux égales en dimenfions ôc 
en puilTances , la fomme de leurs moments feroit évidem- 
ment double ). 

a 1 7. Prenons pour exemple une grue qui ait deux roues, 
fur chacune defquelles agiffent n hommes tous d’un poids 
égal , & tous appliqués à des diftances égales A My M M' , 
&c. Soit M le poids d’un de ces hommes , r le rayon C E 
du cylindre , augmenté du demi-diametre de la corde y R le 
rayon CA de la roue , & l’arc A Mr= x. On aura 

P.r= 2M.K{fmx-\-fin2x-\-fm 3* -t- -hfmnxy ou 1) 

Or la fomme de cette férié eft ( p'oyrz le premier 

volume de l’Introdu£tion,à l’analyfe des infinis , par M. 
Euler ). On réduira donc l’équation précédente à celle-ci , 
P. r = Af. K (i 
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Exemple. 

Le rayon de chaque grande roue ayant 8 pieds de lon- 
gueur , & celui du cylindre joint au demi • diamètre de la 
corde , n’ayant que 6 pouces , on demande le poids P que 
6 hommes appliqués à chaque roue pourront tenir en équi- 
libre ? 

On eftime à i ;;olb le poids moyen d’un homme. Ainfi en 
fubllituant dans la formule précédente toutes les valeurs des 
quantités qui la compofent , on trouvera que P = i 6 . 
iyo(i-+-m7®3o0= i<5. i jo. 8,ypy7j4i =?otf 2 p, 8 op 84 . 
Ce poids fera donc de 2 o 6 ^d\^; & pour peu que Ton aug- 
mente les forces motrices, jufqu’à leur faire vaincre la ré- 
fiftance des frottements , on élevera à volonté cette lourde 
mafle. 

La même formule feroit également connoître le nombre 
d’hommes qu’il faudioic appliquer à chaque roue , aBn de 
mettre leurs efforts en équilibre avec un poids quelconque 
donné. 

2 I S. Il ne faut pas oublier dans les calculs relatifs aux 
ufages des grues, d’avoir égard aux poids & à la roideur des 
cordes qu’on emploie. Plus elles font groffes , plus on a de 
la peine à leur faire prendre la forme du cylindre ; & quand 
elles font neuves , leur roideur eft encore plus* difficile à 
vaincre. On éprouve aufli plus de difficulté à cet égard , foit 
lorfqu’elles foutiennent de plus grands poids , foit lorfque 
le mouvement des roues eft plus rapide , foit enfin lorfque 
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les poulies qu’elles enveloppent , font plus petites. Quant 
à leur propre poids , on doit auflî en tenir compte , mais 
fur-tout quand les fardeaux à élever exigent de gros Cables y 
pour la fureté des manoeuvres. 

Remarque III. 

a I 9 . Les différents Rouages ne font autre chofe que des 
t treuils , dans lefquels la puilfance agit fur la grande roue à 
l’aide de fes propres dents. Ce qui tient alors lieu du cylin- 
dre eft une roue dentée beaucoup plus petite , adaptée fut 
l’axe ou Tige de la grande roue , de maniéré qu’elle ne peut 
tourner fans que la grande ne tourne aulll. Pour diftinguer 
l’une de l’autre , on appelle la petite un Pignon j fes dents 
s’appellent des ailes. 

Les dents des roues font ordinairement taillées dans leur 
plan , c’eft-à-dire , en allant de la circonférence vers le cen- 
tre : mais il n’eft pas rare d’en voir qui font taillées perpen- 
diculairement au plan des roues. Alors la roue s’appelle roue 
en couronne ou roue de champ. 

Quelquefois aufll au lieu d’un pignon on emploie une ef- 
pece de cylindre creux , appellé Lanterne , dont la furface 
convexe eft remplacée par des fufeaux parallèles entr’eux 6 c 
difpofés à des diftances égales. Ces fufeaux produifent le 
même effet que les dents ordinaires. On en voit dans tous 
les moulins. 

2 20. Suppofons maintenant une roue dentée ou non 
dentée, fur laquelle agiffe^une puiffance Q , fuivant la tan-, 
gente M Q : elle porte* fur fa tige un pignon a qui engrene 

uno 
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tme roue dentée B : la tige de celle-ci porte un pignon 
qui mené une troifieme roue C; & pour ne pas multiplier 
davantage les pignons & les roues , nous fuppoferons que la 
roue C porte fur fon axe un pignon , ou un cylindre c autour 
duquel la corde N P qui fufpend le poids P s’enveloppe à 
mefure que tout le rouage tourne. Cherchons, cela pofé, le 
rapport qu’il doit y avoir entre la puiflTance Ç & le poids P, 
pour que l’équilibre ait lieu. 

Soient R , R', R" les rayons des roues ^ , B, C-, foienc 
r, r*, r" les rayons de leurs pignons refpe£Ufs a , b, c; &c 
foient enfin défignées par a, b, P les forces avec lefquelles 
tendent à tourner les points tangents de ces pignons. Nous 
aurons par la propriété du treuil , 


Q:a::r: R a: b : : r" : R' b: P :: r" : R"i 

£c multipliant ces trois proportions , il en réfultera 


Q : P : : rr'r": RR'R". 


Donc pour établir réquilibre à l'aide des roues dentées , U faut 
que la puijfance /oit au poids , comme le produit des 'rayons de 
tous les pignons eji au produit des rayons de toutes les roues. 

Ainfilorfque le rayon de chaque pignon eftla dixième par- 
tie du rayon de la roue,& qu’il y a 3 pignons & 3 roues, une 
puifiance mille fois moindre qu’une autre , une feule livre , 
par exemple , en foutiendroit mille , & fi <5n ajoutoit feule- 
ment deux roues & deux pignons de plus , cette même livre 
en contre-balanceroit cent mille. Peu de machines font donc 
aullî propres que les roues dentées, à multiplier les forces. 

2.2.1. Mais confidérons le rouage en mouvement , ôc 


Y 
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Fig. fuppofons quc le pignon a mene tout cet enfemble de roue» 
& de pignons. Soient repréfentés par n,n' les nombres des 
ailes des pignons a àc b y &c par N, N' les nombres des 
dents des roues fî & C II eft évident que le premier pignon a 
ne peut faire un tour entier , fans que la roue B ne faffe une 
partie de fa révolution. Cette partie doit répondre à n de 
fes dents , & fon expreflion générale eft la partie d’une de 
fes révolutions totales. 

La roue C doit pour les mêmes raifons faire une partie de 
fon tour , laquelle eft vifiblement une fraction de la quan- 
tité -L dont la roue B a toutné. Ainfi pendant que le pignon 
fait un tour entier , la roue C n’en fait que la panie. 

2 2 2. Il fuit delà que quelque foit le nombre des roues , 
on a toujours cette proportion. Le nombre de tours faits par le 
pignon qui mene le rouage eft au nombre de tours faits par la der- 
nière roue y comme le produit des nombres de dents de toutes les 
roues eft au produit des nombres d'ailes de tous les pignons.. 

223. Donc fl le rouage étoit mené par la roue C, la 
vîtefte de cette roue feroit à celle du dernier pignon a, 
comme le produit des nombres d’ailes de tous les pignOns 
eft au produit des nombres de dents de toutes les roues. 
Et par-là on peut déterminer dans tous les cas les nombres de 
dents ou d’ailes 'qu’il convient de donner aux différentes 
pièces d’un rouage , pour que la première roue faifant un 
tour en un certain temps, la dernicre faffe un tour suffi en 
un autre temps donné. Rien de plus ingénieux dans l’Horlo- 
gerie que les applications que l’on a faîtes de ce principe aux 


Digitized by Google 


DE MÉCHANIQUE. 171 

divers mouvements qui marquent les fécondés , les minutes, 
les heures, les jours, les mois, & le cours des Adres. £f- 
fayons de ddvelopper un peu ce méchanifme , en le confidé- 
rant dans les Montrti ordinaires. 

224* Ce qui donne le mouvement à toute la machine , 
eft un reffort fpiral caché dans le tambour ou Barillet A , le- 
quel eft mobile autour de fon axe. On bande cexeflbrt avec 
la clef de la montre, ( c eft ce qu’on* appelle aflfez impropre- 
ment momer une montre) ; & comme il eft attaché par une de 
fes extrémités à l’axe du barillet , ôc par l’autre à la furface 
concave de ce petit tambour , il faut qu’en fe débandant , il 
le fafle tourner. Or le tambour porte fur fa furface convexe 
une petite chaîne d’acier qui lui eft attachée par un bout , & 
qui l’eft par l’autre à la Fufée B , elpece de conoïde , dont 
elle peut ordinairement faire fept fois & demi le tour. Cela 
pofé , quand on tourne la fufée , au moyen de la clef ap- 
pliquée fut fon'axe P , on fait tourner en même temps le 
barillet. Ainfi le reffort intérieur fe bande , à mefure que la 
chaîne paffe du tambour fur la fufée. 

Mais au moment où vous ceffez de tourner la clef , le 
zelTort commence à fe 'débander , le barillet tourne en fens 
contraire , la chaîne revient fur fa furface , & la fufée fe 
dévidé peu-à-peu. II eft vrai que les forces du reffort dimi- 
nuent à mefure qu’il fe débande : elles ne pourroient donc 
faire mouvoir uniformément la fufée , ce qui. eft abfolumenc 
eilentiel, fi on n’eût pas trouvé des moyens de compen- 
fer leur diminution. Voici d’abord le plus efficace. Au lieu 

Yij 
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de donner à la fufée une forme cylindrique ; on a imaginé de 
lui donner celle d’un conoïde tronqué , afin que les mo- 
ments des forces du relTort fuflent conftamment ^gaux 
entr’eux. Cette précaution fuffiroit feule pour maintenir 
une parfaite uniformité dans le mouvement du rouage , fi on 
pouvoir s’aflurer dans la pratique , que le reffort fe débande 
toujours fuivant une même loi , & que la fufée a bien exac- 
tement la forme qu’elle doit avoir. Mais comme il n’eft pas 
pofiible d’avoir fur ces deux points une entière certitude, on 
a remédié à ce double inconvénient par d’autres moyens. 

2 2 5’ Avant de les faire connoître, fuivons pas-à-pas les 
effets du reffort. On tâche de le difpofer de maniéré qu’il ne 
puiffe être entièrement débandé , qu’au bout de 30 heures ; 
ainfi la fufée qui a fept tours & demi à faire , fait réguliè- 
rement un tour toutes les quatre heures. Sa bafe eft garnie 
d’une roue de 4.8 dents bien égales , qui engrenent un 
pignon de 1 2 ailes bien égalifées aufli entr’elleSé Ce pignon 
doit donc achever fa révolution dans une heure ; &” par confé- 
quent fi on fixe une aiguille à l’extrémité de fa tige prolon- 
gée jufqu’au cadran , cette aiguille marquera les minutes. 

226. Refie à faire mouvoir l’alguille des heures ; & pour 
cela on a imaginé un rouage placé entre le cadran & laP/«- 
tine du mouvement. Le pignon M eft placé fur la tige de la 
roue des minutes; il fait donc un tour par heure. D’ailleurs 
il engrene la roue N dont le pignon P élevé au-deffus de 
fon plan fait mouvoir la roue Q. Cette roue eft d’une même 
piece que le Canon ou petit cylindre creux auquel eft atca- 
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Chëe raîguUle des heures , & au milieu duquel doit tourner 
librement la tige de l’aiguille des minutes. On la voit dé- 
crite féparément dans la Fig. iio : il n’y a plus qu’à la 
concevoir fufpendue au cadran par le moyen du canon , en- 
forte qu’elle puiffe tourner aifément , comme elle le feroic 
autour de la tige des minutes. 

Mais on peut fe former une idée encore plus claire de 
tout ce rouage , en jettant les yeux fur la Fig. 1 1 1 qui en 
repréfente une coupe perpendiculaire fuivant la tige de la 
roue des minutes. Cette tige K O porte le pignon M M qui 
cngrene la roue N N. La roue N JV porte fur fa tige*le 
pignon PP qui engrene la roue QQ, dont le canon 
creux C C E E porte enfin à fon extrémité fupérieure C C 
l’aiguille des heures C D. 

227. Or pour déterminer maintenant les nombres conve- 
nables de dents des roues & Q , & ceux des ailes des pi- 
gnons P &L M , défignons ces quatre nombres par leslettres 
mêmes Q, P, M de ces roues & de ces jjignons. Puifque 
la roue Q ne fait qu’im tour , pendant que le pignon en fait 1 2, 
on aura (222) \2P . M = N . Qi d’où il fuit que ce pro- 
blème & tous ceux de même nature font , en général, fore 
illimités. Cependant fi on fait attention 1®, que les indéter- 
minées P, M yN doivent être des nombres entiers j 
3®, que le nombre des ailes d’un pignon ne doit pas paf- 
fer 12, autant qu’il eft poflible ; 3®, que le nombre des 
'dents d’une roue ne doit jamais excéder 1 00 , quand on ne 
veut pas faire la montre trop grolTe , on comprendra facile- 
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ment que le nombre des folutions pofllbles eft fouvent fort 
- limité. Dans le cas préfent , entr’autres , il n’y a pas beaucoup 
de nianieres de remplir les conditions énoncées dans le pro- 
blème i une des plus fimples eft de donner indifféremment 
10 ôc 1 2 ailes aux pignons P y M , auquel cas la roue JV & la 
roue Q auroient 40 & 3 5 dents. On pourroit aufti prendre 
les moitiés de ces quatre nombres. 

2 2 $. Nous remarquerons, en paffant, que les nombres 
des dents d’un rouage étant déterminés , la grandeur des 
roues & des pignons n’eft plus arbitraire. En effet , pour 
qu'une roue puiffe engrener exaûement un pignon, il faut que 
l’intervalle entre les points touchants de deux dents confé- 
cutives foit égal à l’intervalle entre les points touchants de 
deux ailes confécutives. Donc fi eft le nombre des dents 


Fig, 

1 1 1 , 


de la roue, 6c n le nombre des ailes du pignon, le rayon de 
la roue doit être à celui du pignon , comme le finus de — jj- 
eft au finus de ( Par rayon , nous entendons ici , comme 


N 


à l’ordinaire, la diftance du centre au point de contaêl ). 
Dans le rouage précédent , nous aurons donc 


MN-. 


MM fin 15° 


»6c^^ = 


ppfoiii’ 


mais il y a une condî- 


fin 

tion de plus ; il faut que N N -\-MM=PP^^Q_y ou 


que MM 
nous donnera 


fm r” 


fin 5* 

NN = 


= PP. 


fini%° •+■ fin 4® . 40' 


fin 4’ Jo' 


; ce qui 


MM tî* 
fin J® 


PP = MM . 
QQ=MM- 


fin io« . cof . fa 4* 
yîiiS* ,fittti° ij' . coJ 6° 4 î' 
fin lo» , tof r° . fin iS* 
_/)« 5° . yî» 1 1 “ I î' . fo/i» 4 Î '■ 
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Calculant ces valeurs pat logarithmes , on aura 

'1/ N = 11,9696 MM MM P P = o,SosSMM 

= ^M AI. • . • • ^ ^ = 5,i5j' 8 AfAf = 3 M. Ainfi 
le rapport que doivent garder entt’elles toutes ces diffé- 
rentes pièces du rouage eft déterminé. 

229. C’eft donc avec un tel rouage caché entre le cadran 
& la platine adhérente , qu’on peut faire marcher l’ai- 
guille des heures avec celle des minutes ; & il ne .faudroit 
rien de plus pour la conftru£Hon des montres , fi le reffort 
pouvoir feul faire tourner la fufée avec une parfaite unifor- 
mité. Mais le froid & le chaud , l’humidité & la féchereffe , 
les diverfes pofitions de la montre , tout confpire à faire 
débander inégalement le reffort. D’ailleurs fi on ne lui op- 
pofoit pas une réfiffance qui pût ménager fa force , la fufée, 
au lieu de fe devider en 30 heures, fe devideroit dans un ins- 
tant. Le produit cette réfiftance ;& voici comment. 

Un rouage mené par une roue placée fur la tige des minu- 
tes fait mouvoir une derniere roue nommée Roue de rencontre^ 
qui engrene les palettes du balancier. On donne à cette 
loue un nombre de dents impair , afin que chaque dent foit 
diamétralement oppofée à un efpace vuide,6cque par-là deux 
dents ne puiffent jamais rencontrer à la fois le balancier. 
Cette conffrucHon fait que les palettes font alternativement 
pouffées par les dents fupérieures & inférieures de la roue de 
rencontre , & à mefurc qUe cette roue avance d’une dent, 
le balancier fait deux vibrations. Or il en fait 17280 par 
heure , dans les montres ordinaires. 
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La roue du balancier fait fes vibrations dans leCo^, oîï 
elle eft affujettie à un petit reffort fpiral qui réfifte à fon 
mouvement ou racc<^lere , fuivant le befoin. Cette réfiftance 
ou cette accélération fe tranfmet à toute la machine , 6c 
rend le mouvement beaucoup moins irrégulier. On fait d’ail- 
leurs qu’en tournant l’aiguille de Rofette placée près du coq { 
on retarde ou on avance la montre , parce qu’on alonge ou 
on diminué par-là cette partie du reffort qui modéré les 
vibrations , ôc qui réfiHe plus ou moins au mouvement du 
balancier , félon qu’elle eft plus ou moins courte. 

230 . Déterminons maintenant le rouage qui étant mené 
par une roue placée fur la tige des minutes , doit produire 
'17280 vibrations du balancier par heure. 

La première roue eft celle qui fait un tour par heure; elle 
eft repréfentée ici par R. Le pignon r que vous lui voyez 
Fio. engrener , porte à fa tige la roue R', qui engrene le pi- 
& II I. gnon r". Celui-ci porte fur fa tige la roue de champ R"-, cette 
roue engrene le pignon r", ôc ce dernier pignon porte 
enfin la roue de rencontre R'". Telle eft ordinairement la 
difpofition de ces fortes de rouages : ôc quoique toutes les 
montres ne foient pas faites de la même maniéré , les prin- 
cipes du calcul fuivant n’en font pas moins généraux. 

Soient R , R', R", R'" les nombres refpeôüfs des dents 
qu’il faut donner aux roues défignées par ces mêmes lettres ; 
foient r,r', r'Mes nombres d’ailes de leurs pignons. Pen- 
dant que la première roue R fera un tour , le pignon r" ou 
la roue R'*' fera un nombre de tours généralement exprimé 

pat 
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R • ft* ' 

par ■ * / „ . Cette roue fera donc pafler -d’heure en heure 

t • t /î iî' 

un nombre de dents exprimé par — -, — 7 — . Or chaque 
dent produit deux vibrations du balancier ; donc — — j : — 
doit donner 17280 vibrations : on aura donc R .R' . R". R"' 

= 8 S^o . r . r\ r", 6c fuppofant tous les pignons de fix ailes 
chacun , on trouvera R . R'. R", R'"= 1728 . j . 6 \ 6 '. 6 . 

Mais comme la roue de rencontre doit avoir un nombre 
impair de dents , 6c qu’elle ne peut guere en’ avoir moins 
de 1 3 , ni plus de 1 7 , il n’y a qu’à lui en fuppofer 1 j. Alors 
R . R' . R" = 1728 . 2 . 5 . (S = 34.. 48 . 48. On pourra 
donc donner j 4 dents à la roue R, 48 à R', 6c 48 aufii à R"; 
la roue de rencontre en aura i j,6c chaque pignon aura 6 ailes. 

Les deux problèmes fuivants fe réfolvenc de la même 

maniéré. ' , 

Problème I. 

[230* Trouver les nombres de dents 6 c d’ailes de toutes ic 
les pièces d’un rouage , qui étant mené par un pignon placé 
fur la tige de la roue des heures , ne feroit faire qu’un feul 
touràla derniereroue, pendant le cours d’une année com- 
mune , c’eft-à-dire 49'. 

Le pignon placé fur la tige de la roue des heures fait un 
tour en 12 heures, 6c la demiere roue doit en faire un en 
553* 49', ou en 87éjh ^ , qui en dfvifant par 12 donne 

730^7’. Soient donc r , r', les nombres des ailes des trois 
pignons ; foient R , R', R" les' nombres des dents des trois 
ïoues , on aura R . R'. R" = 730 r . r'. r". 

Cela pofé, pour que R.R'. R"foit un nombre entier, il 
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faudra prendre r , r'. r'' = 720 , dont les fadeurs 8,9, lO 
font des nombres propres à donner les ailes des trois pi- 
gnons. Il eft vrai que cette fuppofition entraîne un incon- 
vénient , favoir que R . R'. R" devient alors égal à J2J949, 
qui ne peut pas fe décompofer en trois fadeurs propres à 
donner les nombres de dents des trois roues R , R\ R" : 
mais on y remédie , en cherchant par voie d’approximation , 
ce que le calcul ne peut donner d’une maniéré exade. Voici 
comment. • • 

Puifque la queftion fe réduit à faire enforte que ff| r . r*. r" 
foit un entier, voyons fi en le diminuant de la plus petite 
quantité podible —, nous ne pourrions pas en faire un 
entier. Pofons donc .HliliIiL — î = £ , ou r . r'. r" = 
7 »o£-i- J ^ cette divifion eft ^ , & ft on le mul- 

tiplie par uî , le refte fera — Multipliant par 1 1 5 , 6c 
prenant le refte de la rédudion , nous aurons ^ ftui 

doit Être un entier donc £ = 349 £' -H 1 1 1 <T. Subfti- 
tuant cette valeur, on aura r .r'. r" = 720 £' - 4 - 229 J', ôc 
R. R'. R" ^ J 2 J949 E' -H i (Î728 1/', en rejettant dans cette 
derniere équation, la quantité , qui n’eft d’aucune confé- 
quence , comme nous le verrons bientôt. 

On peut maintenant donner à £' 6c à J' telles valeurs que 
l’on voudra, jufqu’à ce que les produits r . r\ 6>c R. R'. R" 
puiflent fe décompofer en fadeurs convenables. Si on fait 
l’eflai de plufieurs , on trouvera que celles qui réuftiftent font 
£'== — I , 6c 4 ; d’où on déduit r . /. r" — 196 , 6c 
R.R'.R"= 143 17J. Les fadeurs de 196 font 4, 7j7î 
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ceux de 143 17 J font 2 J, tfp , 83 : on peut d’ailleurs doubler 
l’un des trois premiers , pourvu qu’en même temps on double 
l’un des trois derniers. Ainfi le problème fera rdfolu , en 
prenant trois pignons de 7,7, 8 ailes, & trois roues de 
yo, tfp , 83 dents , difpofant le tout d’une maniéré quel* 
conque : car il eft indifférent de donner à telle ou telle 
roue un des trois derniers nombres de dents. 


Or quoique nous ayons négligé une petite fraction dans le 
calcul précédent , il n’y a pas à craindre qu’il en réfulte d’er- 
reur fenfible. A peine la correftion deviendroit-elle nécef- 
faire après avoir laifTé accumuler pendant un grand nombre 
de périodes, toutes ces petites erreurs. Pour s’en convaincre, 
il fufbt de voir ce qui fe paffe dans un tel touage. En effet 
les nombres des dents & des ailes étant fuppofés tels 
que ceux qui viennent d’être déterminés , il eft clair que la 


première roue faifant un tour , le premier pignon en fera 
i & puifque ce pignon fait un tour en 12 heures , la 
première roue en fera un en — heures = — — - — — = 

^ 19 

48'^. Ainfi le problème eft réfolu à -jy de minute 


près , ce qui donne une approximation plus que fuffifante. 


Problème II. 


231. On demande quels doivent être les nombres de 
dents fie d’ailes d’un rouage, pour qu’un pignon qui le mene , 
étant porté fur la tige des minutes , faffe tourner la derniere 
roue en 2p' i2*»44.' 3", durée de chaque révolution fyno- 
dlque de la Lune 

‘ Réduifant en heures cet intervalle de temps , on trouveiia 

Zij 


1 


î 
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& appellant .vie produit des nombres d’ailes de 
tous les pignons , y le produit des nombres de dents de tou- 
tes les roues, on auraj/ = 708 , équation qui ne peut 

être réfolue que par approximation , en fuppofant que — 
eft un entier. Et fi on achevé le calcul , comme dans le 
problème précédent , on trouvera v= 1200 E — ’jyt. . ... 
y = Sjo^jS i E — S S 990 S-. Faifant donc E = i , <*■= 4, on 
aura v = 884 &j' = (Î2(îj2i. 

On peut décompofer le premier de ces nombres en trois 
fadeurs 4, 15,17; le fécond peut fe décompofer en quatre, 
7, 57,41, jp. Mais fl on vouloir réduire ceux-ci à trois, 
on multiplieroit les deux plus petits , 7 & 37 , l’un par l’au- 
tre , ce qui donneroitajp , nombre beaucoup trop grand 
pour exprimer le nombre des dents d’une roue. Refte donc, 
en pareil cas , à fuppofer quatre roues & quatre pignons. Or 
pour introduire un nouveau pignon de d'ailes, il faut don- 
ner à une des roues fix fois plus de dents ; ôc le choix eft 
bien aifé , puifqu’il y en a une de 7 dents. Le problème fera 
donc réfolu , fi on emploie quatre pignons dont les nom- 
bres d’ailes, foient refpedivement 4 , é , 1 3 , 1 7 > pendant 
que les nombre de dents de quatre roues feront indifférem- 
ment 37» 4 * > 4 ^ > 

Ces principes fufBfent pour expliquer tout le méchanifme 
de ces fortes de rouages. On pourra toujours fe fervir de la 
folution du premier problème, pour marquer fur les cadrans 
les mois, les quantièmes des mois, les équinoxes, les folf- 
tices, & généralement tout ce qui a rapport à l’année folaixe. 
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En imitant le procédé qui nous a conduits à la réfolution du 
fécond problème, on pourra indiquer , d’une maniéré fort 
exaâe, l’âge de la lune & toutes fes phafes. 3 
Remarque IV. 

332* Parmi toutes les autres machines qui fe rapportent Fioi 
immédiatement au treuil , le Cr/V tient à jufte titre un des 
premiers rangs. C’eft en effet un des plus fimples inflru- 
ments de la Méchanique , & on n’en connoît gueres de plu» 
eiHcace. 

La puiflance agit par le moyen, d’une manivelle A MN P 
dont l’axe JV P porte un pignon P, qui engrene-la barre 
dentée C D y Sx. l’oblige de monter. Ot. il eft clair que, pour 
établir l’équilibre dans cette machine , la puiflance appli- 
quée à la manivelle doit être à la force qui tend à élever 
la barre CD y comme le rayon du pignon eft au rayon M N 
de la manivelle. 

Et comme le premier rayon eft beaucoup plus petit que 
le fécond , on peut foulever facilement avec le cric des poids- 
confidérables. Mais fa force deviendra bien plus grande , fi 
on ajoute une roue & un pignon de plus : car alors la puiC- 
fance appliquée à la manivelle eft à la force qui tend à 
élever la barre CD, comme le produit des rayons des pi- Fio.. 
gnons P , R eft au produit du rayon de la roue N, par le 
rayon M N àe. la manivelle. 

DU PLAN INCLINÉ. 

333* Nous avons déjà vu {i^ & fuiv. ) quelle» 
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étoient les conditions néceflaires , pour qu’un corps pofd 
fur un plan horizontal y reliât en équilibre. Il faut en gé- 
néral que la verticale menée par fon centre de gravité 
ne laiffe pas tous fes appuis d’un feul côté. Cherchons 
maintenant ce qu’il faut obferver pour l’équilibre d’un corps 
pofé fur un plan incliné à l'horizon. 

On voit d’abord que les forces qui follicitent ce corps j 
doivent toutes fe réduire à une feule force perpendiculaire 
au plan incliné , fans quoi il ne peut y avoir d’équilibre. 
Cette rédu£lion une fois faite , il eft éviden^ que la réful- 
tante fera détruite par le pian, 6 t que par conféquent le 
corps reliera immobile. Jamais il ne pourra fe mouvoir , 
tant que fes appuis ne feront pas tous du même côté de Iz 
réfultante. 

234* Soit P la puilTance qui retient le corps en équili- 
bre ; foit G le centre de gravité de ce corps , & GQ la 
verticale menée par ce centre , laquelle rencontre en M la 
dire£lion de la puilTance. Suppofons maintenant que l’on 
repréfente par MR la force P, & que la ligne M Q défigne 
le poids G ; en achevant le parallélogramme M Q N R f 
on aura la diagonale M N pour repréfenter la réfultante 
que nous avons dit devoir être perpendiculaire au plan , 
pour qu’elle fût détruite. La première condition nécelTaire 
pour l’équilibre fur le plan incliné, exige donc que le cen- 
tre de gravité & la direflion de la puilTance fe trouvent 
dans un même plan qui foit perpendiculaire au plan incliné. 

Soit yf P la feclion du plan ^MP avec le plan fur lequel 
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il s’agit d’établir l’équilibre ; foit B Cia ligne horizontale 
menée par B, on l’appelle liBa/è du plan incliné, ^ AC 
la verticale' menée par A , on l’appelle la Hauteur de ce 
plan; BC en eft laLongKf»r; ôc l’angle B C en mefure 
l’inclinaifon. 

La fécondé condition nécelTaire pour l’équilibre , eft que 
la réfultante MN foit perpendiculaire k AB : d’ailleurs 
la puillânce P eft au poids G , comme MR r A/ Q : : 
ftn QM N : Çm N MR\ & cette même puiflance eft à la 
preflion fur le plan , comme MR : MN : ; fin Q_M N \ 

Sin Q^MR. 

Or on peut conclure de la proportion qui précédé celle- 
ci , que la puiftance P fera la plus petite qu’il eft poftible , 
lorfque l’angle N M P fera droit , ou ce qui eft la même 
chofe , lorfque la direêlion MP fera parallèle au plan : car 
alors la puiftance eft au poids , comme fmQ^MN tR à l’u- 
nité. Et puifque dans ce cas les triangles Q^M N y ABC 
font femblables , on a cette proportion : la puiftTance eft au 
poids y comme le ftnus de l’inclinaifon du plan fur l’horizon y 
eft au ftnus total , ou comme la hauteur du plan eft à fa 
longueur. ^ 

2^ Il çR aifé d’après cela d’expliquer la force de la Fr». 

1 I 

machine dont on fe fert communément pour defcendre les 
tonneaux dans les caves. Cette machine participe en même 
temps à tous les avantages du treuil , de la poulie mobile, 6c 
du plan incliné. Les deux pièces de bois qui portent le 
treuil, font appuyées, comme une échelle , contre le mux 
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où fe trouve l’entrde de la cave. Un des bouts de la corde 
qui embralTe le tonneau , eft attaché à un rouleau lequel 
paffe en travers au pied de l’échelle ; l’autre bout eft atta- 
ché au cylindre , ôc fe développe peu-à-peu. Le tonneau fait 
alors l’office d’une poulie mobile. 

Soit M le moment de la force appliquée aux leviers du 
treuil : foit r le rayon du cylindre ; — exprimera la force qui 
tend chaque bout de la corde ^ ôc en fuppofant jes deux 
bouts parallèles , on aura pour l’expreffion de la force 
qui retient le poids P parallèlement au plan incliné. Ap- 
pelant donc A nnclinaifon du plan à l’horizon , on aura 
~ : P:: fin A : i ; d’où on tirera 2 M= P r fin A. 

Suppofons maintenant que deux hommes foient appliqués 
aux leviers du treuil , ôc que la force qu'ils exercent conjoin- 
tement foit de 200 îb ; fuppofons encore que le bras du le- 
vier par lequel agit leur réfultante , foit dix fois auffi grand 
que le rayon du cylindre , ôc enfîn que l’inclinaifon du plan 
à l’horizon foit de 30“. On aura P= 200 .10.2. 2=8ooolhj 
ôc par conféquent le poids que ces deux hommes foutien- 
dront alors, fera de quatre-vingt quintaux. Ajoutez à cela 
l’effet du frottement qui dans cette circonftance favorife l’é- 
quilibre , autant qu’il nuit au mouvement. 

J2 3 6. Lorfqu’on fuppofe un corps en équilibre entre deux 
plans inclinés AB ^ A C f faut qu’il y ait, fur la verticale 
menée par fon centre de gravité , un point G au moins , 
duquel ayant mené des perpendiculaires G ^ , Gn fur ce» 
deux plans , on ait ces mêmes perpendiculaires Htuées dans 

un 
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im (eul plan vertical , de maniéré qu’elles ne lailTent pas du 
même côté tous les appuis du corps fur chaque plan. Il 
faut donc que l’interfedion commune des deux plans foit une 
droite horizontale £ F. 

Le poids du corps que nous pouvons repréfenter par GM, 
fe décompofe en deux forces G Q , G iV qui expriment fa 
double preflion fur les deux plans inclinés. Les appellanc 
donc Ç & tV, & défignant par G le poids du corps , nous 
aurons G; Q : N : : G Al : G Q : tr JV : : fm QG A^*: 
fin MG JV : Jtn M G Q : : fin B/1 C : fin C/1 £ : fiinB /I F. 

a 3 7- Puifque chaque f^oujfioir d'une voûte eft un corps 
retenu en équilibre fur les deux vouffoirs contigus , & que 
les faces de ces vouflbirs ne font, autre chofe que des plans 
inclinés , il faut donc , pour l’équilibre , que la verticale me- 
née du centre de gravité ait au moins un de fes points par 
lequel il foit toujours poUIble de mener une perpendiculaire 
fur chacun des vouflbirs contigus, en obfervant les condi- 
tions requifes. Or chaque vouflbir preflant ainfi ceux qui le 
foutiennent, il faut de plus que la preflion du vouflbir 
fur le vouflbir B foit égale & direûement oppofée à la pref- 
fion réciproque que le vouflbir B exerce contre le vouf- 
foir /I. Les feules parties qui, dans une voûte , ne puiflent 
pas réagir contre la preflion du vouflbir fupérieur , font les 
deux bafesf ,G , dont tout le poids repofe fur des plans 
horizontaux. Le refte agit de proche en proche fur les par- 
ties inférieures , qui éprouvant une preflion latérale , la 
tranfmettent fucceflivement jufqu’aux bafes. 

A a 
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Là cette preflîon fe décompofe en deux , l’une perpen- 
diculaire & l’autre parallèle à l’horizon. La première porte 
tout entière fur les fondements , & celle-là eft détruite : la 
fécondé forme feule la PoujJ'ée de la voûte ; ôc rien n’eft plus 
important dans la conftrucUon des voûtes , que l’art d’en 
détruire la pouflee. 

Si les murailles qui foutiennent une voûte font bien folides 
& peu élevées, elles peuvent aifément détruire lapouffée, 
par la fimple réfiflance qu’oppofe la liaifon de leurs parties. 
Alais lorfque là voûte efl: très-haute & très-hardie , comme 
le font celles de la plupart des grandes églifes , alors leur 
pouflée agiflant par un levier fort étendu , fatigueroit confi- 
dérablement les murs , & les renverferoit bientôt , fi les 
Architeftes n’avoient pas foin d’y pourvoir. 

Le moyen qu’ils employent d’ordinaire, confifte à fortifier 
extérieurement les piliers de la voûte par des Arcboutant 
quelquefois maffifs, mais plus fouvent formés par de petites 
voûtes obliques qui propagent jufqu’à d’autres piliers moins 
élevés la poulTée de la voûte principale ; & là fon effort 
s’exerçant pat un levier moins long , il faut une moindre 
réfiflance pour le détruire. 

Au refle , quand il y a plufieurs voûtes de fuite , la poulTée 
qui agit aux extrémités , n’efl pas plus grande , que celle 
d’une feule voûte égale aux autres pour l’étendue. Soit qu’un 
pont ait dix arches, foit qu’il n’en ait que quatre, l’effort 
général qu’il fait pour écarter fes appuis , efl le môme : il faut 
donc des Culées également fortes pour le foutenir. 
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238- Suppofons deux corps A Si B attachés au fil y/ C B, 
pafiant par defius la poulie C, & le faifant équilibre fur les 
plans inclinés E D , D F. Soit MN la verticale menée par 
le centre de gravité du corps A , & repréfentons par AI N 
le poids de ce corps ; on le décompofera en deux forces 
l’une M 0 perpendiculaire au plan D £ , l’autre M P fui- 
vant le fil C M. 

Failànt une femblable décompofition pourTautre corps, 
^ T fera la force avec laquelle il tire le fil B C M. On aura 
donc pour l équilibre M P = ou 

Et fi les fils C A ,CB étoient parallèles aux plans D £ , 
D F, la derniere équation deviendroit AJin D E G = 
Bftti DTG , que l’on peut mettre fous cette forme 

lî G D G ^ 

A . — = B , — . Il faudroit donc , en ce cas , que les 
poids des deux corps A Sx. B fufient comme les longueurs 
des plans D E, D F fur lefquels ils font appuyés. 

C 239* fi deux corps pofés fur deux lames cour- 

bes A F f B E, étoient attachés aux extrémités d’un Bl AC B 
qui pafsât par-delTus la poulie infiniment petite C, comment 
déterminer la condition de leur équilibre ? 

On décompoferoit pareillement en deux, forces chacun 
des poids A Sx. B \ Sx comme nous repréfentons ici ces deux 
poids pat les verticales A a , Bb ^ on auroit pour l’une de , 
ces forces A a! o\x B b' dirigée fuiva'nt A N o\i B M qui eft 
perpendiculaire au plan incliné. L’autre feroit repréfentée 
par A a" ou B b" dont la dire£Hon eft celle dn fil même. On 
auroit donc pour l’équilibre, Ac^'=Bb"\ Sx en menant la ver- 

Aa ij 


Fie. 

II5>. 


* 

Fio. 

IlOt 


Digitized by Google 


i88 TRAITÉ 

ticale CNM, les triangles femblables donnerolent i®, A a 

ou A : A a" : •. CN \ C A, 2®, ou :CM :CB; 

J A . c A b\ c B 

donc CAI ■ 

Cela pofd, tirons -deux lignes horizontales AP, BQ, 
faifons CP=^x,CQ — x', CA — z,CB = z',AP=y, 
BQ = y', & nous aurons la founormale P N= C JV = 

^ I ^ . . . tji àx 

. . fdy xdx-hydy zdz ^ mæ Td7 ^ 

x-h -r -^=^ — --^ = -7— , CiVZ = VV : enforte que pour 

d* dx ax' dx 

l’équilibre il faudra que OrzH- z'eft une quan- 

tité confiante, donc dz'= — dz,ct qui réduit l’équation 
à celle-ci, Adx~hBdx' = o, dont on peut faire l’applica- 
tion au problème fuivant. 

Problème. 

a 40* La courbe A Fêtant donnée avec les poids A &c. B, 
& la longueur du fil C B , trouver une fécondé courbe 
£ B , telle que ces deux poids étant placés par-tout où l’on 
voudra , fur les deux courbes , puiffent y refter également 
en équilibre. 

L’équation Adx-A~Bdx'=o, ayant Ueu dans tous les 
cas , fon intégrale Ax-hBx' = C, nous apprend que le 
centre commun de gravité des deux poids A &c. B doit refter 
conftamment fur la même ligne horizontale , quelque fitua- 
tion que l’on dônne à ces deux corps. On fait en effet que la 
. diflance du point C à l’horizontale menée par le centre de 
gravité des corps A &: B z pour expreffion , ■ 

Si on appelle a la longueur du fil A C B-, on aura 2 - 4 - z' 
— a, ou 2' = a — 2 , fécondé équation qui jointe à la pre- 
mière que nous venons de trouver , doiuiera d’une maniéré 
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fort fimple les valeurs de x' 6c de z' par celles de * ôc de z. 
Etant donc donné un point quelconque Â de la courbe F, on 
connoîtra auffi-tôt le point correfpondant B de la courbe BE. 

241* Suppofons, par exemple , ^que la courbe ^ F foit 
un cercle qui ait fon centre en 6c appelions r fon rayon , 
c la ligne C N : nous aurons zz=xx-hrr — (c — 

= rr — cc 2c x\ ôc fubftituant a — z' au lieu de z , 

— au lieu de x , nous trouverons pour la courbe cherchée 
EFl’équation, 2az' — z'z'=aa — rr-^cc — 

Or la confiante C étant arbitraire , on peut la fuppofcr 
telle que a a — rr ce => ; ce qui changera l’équa- 
tion en celle-ci, 2az' — z'z' = laquelle appartient 

à une épicycloïde dont les cercles générateurs font égaux. 

Soit en effet A N E\t cercle immobile , B F le cercle f*® 

1X1 

mobile, rieur rayon, M le point décrivant, fitué par-tout 
où l’on voudra fur la ligne B M D. Les arcs révolus N E ^ 

N F étant égaux, le triangle A D B feraifofcele , 6c me- 
nant M C parallèle 3 A B , on 3 ui 3 AC conftamment égal à 
Al B ; cette quantité ne variera donc pas. Cela pofé , rap- 
portons la courbe au point fixe C, 6c faifons CA/ = z , 

CP = X ,B M — AC^m ; on aura 1°, AB — CM\ CM: : 
AC: C D=^ — = D AI ; 2°, par la propriété du trian- 
gle ifofçele , C A/’ = 2CD. CF, ou zz = , ou bien 

encore arz — zz — zmx y équation parfaitement fem- 
blable à celle de la courbe que nous cherchions. 

242. Cette épicycloïde eft fufceptible de trois formes 
différentes, félon que le point décrivant eft pris fur la cir- l. ‘ 
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conférence du cercle mobile, ou au-deliors ou au-dedans. 
Fie. Dans le premier cas , le point C oîx doit fe trouver la pou- 
i*iV lie, eft un point de rebrouffement : dans le fécond, le 
if,. point C eft un point multiple , & la courbe a une petite 
Teuille : dans le troifieme cas , ce même point eft un Point 
conjugué f parce qu’il appartient réellement à la courbe. La 
preuve en eft, que les valeurs x= o , z = o fatisfont à fon 
équation. Mais en même temps ce point eft ifolé , & ne 
conferve en quelque forte , de communication avec la 
courbe, que par des rameaux imaginaires. 

Pour décrire l’épicycloïde qui fatisfait à la queftion pro- 
pofée , il faudra donc prendre C A = m =~t= — C N ^ 
ôc le rayon des deux cercles — a = h longueur du fil. Alors 
le point M diftance —C'Ny du centre décrira l’épicy- 
cloïde demandée. 

243 ' confiante a été déterminée, de maniéré que la 
courbe fût affujettie à palier par la poulie C ; fi on l’avoic 
déterminée par quelque autre condition , la courbe , quoique 
différente , auroit pu fe conftruire par le moyen de l’épicy- 
cloide précédente. On peut voir la folution du même pro- 
blème dans les A êtes de Leipfick, par M. le Marquis de 
l’Hôpital ; on y trouvera les additions que MM. Leibnitz fie 
"k Bernoulli y firent. ] 

Remarque. 

Les plans inclinés font d’un grand ufage , lorfqu’il fauc 
ébranler des mafles énormes , des vaifleaux par exemple , 
foit pour les lancer à l’eau , foit pour les ramener fur le 


DIgitized by Google 


DE MÉCHANIQUE. ipi 

rivage, quand on veut les radouber. Les tournants que l’on 
prend fur la pente des montagnes efcarpées , pour rendre le 
chemin plus facile, font encore une preuve fenfible des 
avantages que procurent les plans inclinés. Plus la pente d’un 
efcalier eft douce , moins on eft fatigué en le montant ; 
parce que l’aétion de la pefanteur eft d’autant plus affoiblie , 
que le plan incliné eft plus long , fa hauteur reftant la même, 

DE LA VIS. 

244. La V\i eft un cylindre droit A y revêtu d’un Fig. 
cordon ou Fi/« fpiral dont la groffeur eft uniforme , & dont 
i’inclinaifon à l’axe du cylindre eft conftamment la même dans 
toute fa longueur. On appelle Sfire un tour entier du filet 
de la vis , & l’intervalle qui fépare deux fpires conféc>jtives, 
fe nomme le pas de la vis. 

En faifant abftraêlion du relief de cette machine , on 
pourra la regarder comme étant produite pat des triangles 
redangles ABC y B DE y &c. qui enveloppent le cylindre, Fi&. 
Chacun de ces triangles a pour hauteur le pas de la vis , 

& pour bafe la circonférence du cylindre ; enforte que leurs 
hypoténufes forment le filet. 

245* L’Eçrott eft un folide fdloné intérieurement, de 
maniéré qu’il puilfe s’infinuet peu-à-peu dans ce filet , en 
rampant, pour ainfi dire ,. tout le long de fes fpires. On 
peut donc regarder un écrou , comme le moule de la partie 
de la vis qui s’y trouve engagée. 

24^* Tantôt la vis eft fixe , & alors fes filets gliffant fur 
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Fig. 

«t4. 


Fio. 

Xi6. 


tS>2 TRAITÉ 

ceux de l’écrou , on fait mouvoir à fon gré l’écrou mêmei. 
Ces fortes de vis fervent beaucoup pour unir fortement deux 
corps enfcmble ; on en voit dans la plupart des ferrures. 
Mais il eft encore plus ordinaire d’employer la vis mobile j 
quand il s’agit de calTer ou de prefler certains corps. En 
faifant tourner fon cylindre , le filet de lavis s’introduit peu- 
à-peu dans les filions de l’écrou , & il en réfulte fouvent une 
preflion incroyable. 

En général , quelque foit celui des deux cas précédents qui 
ait lieu , on pourra toujours regarder un point du filet mo- 
bile comme étant pofé fur une portion infiniment petite AJJV 
d’un plan incliné //C qui auroit pour hauteur le pas de la 
vis , & pour bafe la circonférence du cylindre. Donc fi 
plufieurs forces follicitent ce point , il faudra , pour qu’elles 
fefaffent équilibre, que leur réfultante foit perpendiculaire 
à ce plan incliné. 

2 47- Suppofons, par exemple, que l’écrou foit fixe , 6c 
qu’une force quelconque P appliquée au levier P tende 
à faire tourner la vis : il eft clair qu’en cas de mouvement la 
vis doit avancer dans le fens de fon axe. Imaginons donc 
qu’une puiftance Q appliquée à l’extrémité de cet axe , 
contre-balance cet effort , 6c empêche la vis d’avancer; il 
s’agit de déterminer la condition néceflaire pour l’équilibre. 

La puiffance Q dirigée fuivant l’axe peut fe décompofet 
en autant d’autres puiffances parallèles, qu’il y a de points 
dans le filet mobile. Soit donc repréfentéc par MG q j 
celle qui follicite le point M parallèlement à l’axe ; foit M K 

la 
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la force de rotation du point Af, en vertu de lapuiflancePi 
& on verra que l’équilibre ne peut avoir lieu , fi la réful- 
tante M H n’eft pas perpendiculaire au plan incliné M N. Or 
il fuit de cette condition que l’angle HMG=:KMN^ & 
que par conféquent MK :q: : tang KM N: i : : la hauteur 

B du pas de la vis eft à la circonférence qui a pour rayon 
la difiance du point A/ à l’axe de la vis. Défignant donc cette 
difiance par r , h hauteur B par A , & le rapport du 
diamètre à la circonférence parc, on aura généralement, 
g : M K : : 2 c r : II. 

Soit P une puifiance infiniment petite qui à une certaine 
difiance R de l’axe , foit capable d’imprimer par le moyen 
d’un levier , à la particule Af du filet , la force de rotation 
MK; on aura , M K : p :: R r , 6c de cette proportion 
multipliée par la précédente , il réfultera q :: p :: 2 cR:h. 

2 48* Concluons donc que la force appliquée au le- 
vier R pour faire tourner la particule M du filet , eft à la 
force q parallèle à l’axe , qui contre-balance cet effort , 
comme le pas de la vis eil à la circonférence qui a pour 
rayon le bras du levier R. Comme ce rapport eft confiant , 
& qu’il a également lieu dans tous les points du filet de la 
vis , qui repofent fur le filet de l’écrou , on doit en inférer 
que la fomme des puifTances p , c’efi-à-dire , la réfultante P 
agifiant par le bras R du levier , efi à la fomme de toutes les 
puifTances q , c’efi-à-dire, à leur réfultante Q dirigée fuivant 
l’axe de lavis, comme la hauteur du pas de la vis efi à la 
circonférence qui a pour rayon R. 
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Quelles que foient donc la figure & la groffeur des fpîres 
d’une vis, & quelle que puifle être la quantité dont elles font 
engagées dans l’écrou , on aura toujours pour condition de 
l’équilibre à l’aide de cette machine , la proportion fuivantc. 

a 49* puijfance P qui tend à faire tourna' la vis par le 
bras d’un levier K ejl d la force avec laquelle la vis tend à 
avancer fuivant fon axe , ou ce qui eft la même chofe , à la 
preflion qu’elle peut exercer fur un corps placé à fon extré- 
mité , ou enfin à la puilTance Q qui lui fait équilibre , comme 
le pas de la vis ejl à la circonférence que décrirait la puijfance P 
en tournant autour du cylindre. 

La puiffance aura donc toujours d’autant plus d’avantage 
pour comprimer les corps au moyen de la vis , que les fpires 
en feront plus rapprochées , & que le levier fur lequel elle 
agira, fera plus long. 

a 5 O- Au refte le frottement qui eft très-grand dans cette 
machine favorife beaucoup l’équilibre , mais il nuit par pro- 
portion au mouvement. Une vis immobile, par exemple, 
étant fuppofée verticale, comme celles des prelToirs , fon 
écrou fouvent fort lourd , devroit naturellement defcendre 
par fon propre poids , en tournant & en gliUant dans le fens 
du filet de la vis. Cependant à quelque hauteur qu’il foit 
élevé , il y refte en équilibre , jufqu’à ce qu’une puiffance 
étrangère l’oblige de tourner & de defcendre : il faut donc 
que le frottement foit bien confidérable dans un preffoir, fur- 
tout quand on n’a pas l’attention d’en faciliter le jeu avec des 
graiffes ou des huiles. Cet obftacle au mouvement s’accroît 
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encore par les degrés de chaleur que contraient les fplres de 
la vis fie les filions de l’écrou , à mefure que les efforts de 
la puiffance redoublent. Auflî n’efl-il pas rare de voir ces 
fortes de machines fe rompre avec éclat» quand on les affu- 
jettlt à de longues épreuves , prlnclpalenvent dans les grands 
froids. 

Quoi qu’il en foît , la force de la vis pour comprimer les 
corps peut être pouffée à un point dont il eft difficile de fe 
faire une jufte Idée. Il faut avoir vu en grand les effets de 
cette machine » pour imaginer au moins à-peu-près tout le 
parti que l’on peut en tirer fuivant les différentes circonf- 
tances. Nous ne connoiffons à Paris , rien de plus curieux en 
ce genre, que la falle des preffes de laManufaiure du Tabac. 

2^1. La /-^is d' /irchimede y ou la vis fans fin ne différé de 
la vis flmple , que par une roue dentée que l’on ad^te à 
celle-ci. La puiffance Q appliquée à la manivelle BC Q fait 
tourner le cylindre A B i ce cylindre eft garni de deux fplres 
£ 6c. F qui engrenent la roue dentée G HL La roue porte 
fur fon axe un cylindre K autour duquel s’enveloppe la corde 
qui fufpend le poids P. 

Or le point touchant G d’une dent quelconque de la rouey 
peut être regardé comme un écrou infiniment petit , mobile 
fut la vis A B. Donc le pas de la vis eft à la circonférence 
qui a pour rayon BC y comme l^j^lffance Q appliquée à la 
manivelle , eft à la force avec laquelle le point G du filet de 
la vis pouffe la dent de la roue. Cette force eft donc 

Q.cirBC 

^ • • £ 7 -• 

Bbij 
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Et fi on appelle r le rayon du cylindre , R le rayon de la 
roue y on aura pour le moment de la force appliquée en G, 
l’exprelfion . R, qui doit être égale zPr, exprefllon 

du moment du poids. Ainfi dans, la vis fans fin y il faut pour 
t équilibre ,que la puijfance appliquée à la manivelle fait au poidsy 
comme le produit du rayon du cylindre par le pas de la vis , eft 
au produit du rayoh de la roue par la circonférence que décrit 
la manivelle. 

Si on prend donc le rayon de celle-ci dix fois plus grand 
que le pas de la vis ^ & le rayon de la roue dix fois plus grand 
que celui du cylindre , on trouvera que la puiflance Q qui 
feroit alors équilibre au poids P , ne feroit que la 
partie de ce poids. Elle deviendroit encore bien moindre , fi 
on la faifoit agir au bout d’une file de femblables machines 
unies les unes aux autres de la maniéré fuivante. 

2 y 2. Repréfentez-vous la puifiance Q tournant la mani- 
velle d’une première vis fans fin qui engrene fa roue den- 
tée. On donne un pignon à cette roue , lequel fait tourner 
une fécondé vis fans fin qui engrenant fa roue dentée , fait 
tourner , par le moyen du pignon de cette roue , une 
troifieme vis fans fin. Celle-ci mene enfin une roue dont 
le cylindre s’enveloppe de la corde qui. fufpend le poids; 
& on fent bien qu’il feroit facile de multiplier à fon 
gré cette fuite d’engrei||^es. Or le calcul fait voir que 
la puiflance Q n’équivalant qu’au fimple poids d’une livre , 
doit contre-balancet un poids P de aypayj livres, en 
fuppofant que les dififérentes parties de la machine ayent 
ces dimenfions. 
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Le rayon de la manivelle 1 58 lignes. 

Sa circonférence en aura donc ioj6 

Le rayon de la première roue p5 

Le rayon de la fécondé po 

Celui de la troifîeme 8y 

Celui du premier pignon 20 

Celui du fécond pignon 1 8 

Celui du cylindre i6 


De plus on fuppofe que la fécondé vis fans fin a 14 lignes de 
rayon , à l’endroit où elle touche le premier pignon , ôc 
qu’elle n’en a que p à l’endroit où elle engrene fa roue 
dentée. La troifieme vis fans fin a 8 lignes de rayon à fon 
point de contaâ avec le fécond pi^^n ; elle en a 5 au point 
de fon engrenage avec la troifieme roue. Les fpires de la 
première vis fans fin font éloignés d’une ligne. Cela pofé , 
on trouve aifément que dans une telle machine l’équilibre a 
lieu , toutes les fois que la puiflance eft au poids , comme le 
produit d’un pas de la première vis multipliée d’abord par 
le rayon du cylindre , enfuite par les rayons des deux pi- 
gnons , & enfin par ceux fuivant lefquels les deux dernieres 
vis agiffent fur leurs roues refpeâives , ell au produit de la 
circonférence de la manivelle , multipliée par les rayons 
des trois roues , & par les rayons fuivant lefquels les deux 
dernieres vis agiffent fur les pignons des deux premières 
roues. On a donc pour le cas préfent , 

Q: P:: I . 20.p . 18 . 5 . i 5 ; loyé. 14. po. 8 .8;: :i : 
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DU COIN, 

253* I-'E Coin eft une efpece de- prifrae triangulaire fait 
ordinairement d’une matière très*dure , comme du fer pat 
exemple. On fait que les principaux ufages auxquels il eft 
employé, font*de divifer & de fendre différents corps. Les 
triangles ABC y FD E font les deux bafes du coin , C£ en 
eft le tranchant , BDCE,ACEF en font les deux faceSf 
ài A F B D en t& h tête. C’eft-là qu’agiffent verticalement 
les efforts de la puiffance. 

254* Suppofons que le coin ABC eA introduit dans 
la fente déjà commencée V XY y ix. que la puiffance P 
donne un coup de mai^u fur la tête du coin. L’effort qui 
réfulte de ce coup , étant dirigé fuivant QAÎN doit être 
décompofé en deux autres dont chacun eft perpendiculaire 
à une des deux faces AC , B C du coin , ou . aux parties 
tangentes f^Xy XY ; fans quoi la réfiftancc de ces plans 
ne pourroit leur faire équilibre. Il y a donc fur la direélion 
QM un point My duquel on puiffe mener à travers les 
faces A Cy BC du coin une perpendiculaire fur chacune des 
deux parties intérieures du corps déjà fendu. Repréfentons 
par A/iV la force F, ôc décompofons-là en deux autres 
MK y ML fuivant les lignes MVyMY perpendiculaires 
aux faces du coin. Cela pofé, les triangles KMN y ABC 
ayant tous leurs côtés refpeâivement perpendiculaires ÿ 
nous aurons 

MN: S Al'. S N X : AB .BC.CAî 
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8c pât conféquent la force fulvanc MK z pour valeur 
» , & la force fuivant ML = 

a 5 5 • Suppofons préfentement que la bafe du coin étant 
fixe , la force qui agit fur fa tête fuffife pour que la rupture 
foit près de fe confommer jufqu’en 0 : dans cette hypothefe, 
!a réfiftance R que la partie y XO oppofe aux efforts de 
la puiffance qui veut la féparer de l’autre, partie 0 XY , 
doit être regardée comme faifant équilibre fur le levier 
yX RO J 2 . l’aêlion MK de la puiffance. 

Menant donc les perpendiculaires OR, OS fur les direc- 
tions de cette réfiftance & de la force MK , on aura pour 

• P >4 ^ Ç * 

l’équilibre , R .OR = — ; d’où on tirera P:R:0 R . 

/IB : C . 0 & tel eft le rapport que doivent avoir en- 

tr’elles la puiffance appliquée fur la tête du coin, 6c la ré- 
fiftance qu’elle éprouve de la part du corps qu’il s’agit de 
fendre. On a une proportion femblable pour l’autre partie 
du corps , 6c on doit en conclure généralement que le coin 
aura d’autant plus de force, qu’il fera plus aigu. 

2^6. Mais comme la réfiftance R de la partie yX 0 ôc 
la perpendiculaire 0 R menée fur fa direêUon font des quan- 
tités extrêmement variables , tant par la nature même des 
corps que l’on veut fendre , que par la difpofition particulière 
de leurs fibres qui n’ont pas toutes à beaucoup près la même 
flexibilité , on ne doit pas s’attendre à établir jamais rien 
de certain fur leur véritable mefure. Ainfi , quoique le 
coin foit une machine bien fimple, fa théorie phyfique , 
quand on le regarde comme un inftrument propre à féparer 
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les partie® des corps , n’en eft pas moins obfcure.' 

Tous les outils tranchants fe rapportent plus ou mobs 
direâement à cette machine. Les rafoirs, les haches ^ lès 
rabots , les clous y nos dents , fur-tout les incillves y le 
bec des olfeaux , les cornes ôc les griffes des animaux y ne 
font autre chofe que des coins avec lefquels s’opèrent dans 
tous les corps y des divifions fans nombre. 

RÉFLEXIONS GÉNÉRALES 

SUR LES Machines, 

257 * Quand deux puiffances font une fois en équilibre,’ 
il eft aifë de faire prévaloir l’une fur l’autre , en fécondant j 
même foiblement , fes efforts. Le point effentiel dans la 
théorie des machines fe réduit donc à déterminer les condi- 
tions qui leur font propres , pour établir un parfait équilibre 
entre deux puiffances oppofées. C’eft auffi ce que nous 
avons tâché de faire dans cette derniere partie de la 
Statique. 

Ilréfulte des principes que nous y avons expofés, qu’il 
eft toujours facile de mettre une puiffance médiocre en état 
d’en vaincre une très-grande. Il fuffit pour cela d’employer 
une ou plufieurs machines fimples , difpofées de maniéré à 
produire l’effet que l’on fe propofe. Mais en augmentant la 
force y on tombe dans un inconvénient inévitable , qui eft 
une diminution de viteffe dans le mouvement du poids ; d’oh 
réfulte par conféquent une perte de temps. Rien n’ell plus 

aif^ 
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aifé fans doute de faire furmonter par un feul homme , la 
réfiftance qui en exigeroit trente ; mais aulTi cet homme ne 
fera-t-il qu’en trente jours l’ouvrage qui eût dtd fait en un 
feul par trente ouvriers réunis enfemble. 

258. L’expérience d’accord en ce point avec la théorie, 
établit donc comme un fait confiant , que dans toutes les ma- 
chines on perd du cSti de la vîtejfe ce que l’on gagn^ du coté 
de la force : ou ce qui revient au même , on perd toujours 
en temps ce que gagne la puiflance. Réciproquement fi on 
employé une force confidérable , on peut gagner en vîtefle. 

Dans le treuil , par exemple, la puiiTance fait le tour de 
la roue , pendant que le poids ne fait que le tour du cy- 
lindre. Ainfi la vîtefle de la puiflance efl à celle du poids , 
comme la circonférence de la roue efl à celle du cylindre , 
ou comme le rayon de la roue efl à celui du cylindre : or , 
dans le cas d’équilibre, ce dernier rapport efl le même que 
celui du poids à la puiflance. On perd donc dans le mou- 
vement ce que l’on avoit gagné dans l’équilibre. 

En appliquant cette remarque à la vis mobile , on verra 
qu’elle n’avance que d’un pas dans fon écrou , pendant que la 
puiflance fait un tour. La vîtefle de celle - ci efl donc à 
celle de la vis fuivant l’axe , ou à celle de la puiflance 
comprimée , comme la circonférence décrite par la force 
motrice efl au pas de la vis. Ce rapport ne différé donc 
pas de celui de la puiflance qui empêche le mouvement de 
la vis fuivant fon axe , à la puiflance qui la fait tourner , 
dans le cas d’équilibre. 


Ce 
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2^9. Mais, en gdnéral, quelle que foît la machine an 
moyen de laquelle deux puiffances P &cQ fe font équilibre, 
on peut imaginer qu’elles parcourent dans un même inftanc 
les efpaces infiniment petits dp &cd ^ , qui doivent être pro- 
portionnels aux deux vîteffes , puifque les temps font égaux. 
Or pour que les mafles P & Q animées des vîteffes dp Sx. dq 
puiffent fe maintenir en équilibre , il faut que leurs quantités 
de mouvement foient égales : il faut donc que P dp=sQ dq, 
d’où on tire Pp = Qq, 

Cette derniere équation fait voir que dans toutes les ma- 
chines, féquilibre ne peut avoir lieu qu’entre deux puijfances 
telles que fi on les mettait en mouvement^ elles parcourroient tn 
même temps des efpaces qui leur feraient récipraquement propar- 
tiannels. Or ce principe démontre d’une maniéré générale ce 
que nous venons d’établir, que la puiffance perd dans le 
mouvement ce qu’elle gagne dans l’équilibre. 

Il eft vrai que pour appliquer ce principe aux diffé- 
rentes machines , on eft obligé de les fuppofer en mouve- 
ment , ce qui répugne à l’état d’équilibre : mais cette fup- 
pofition n’étant que conditionnelle , elle ne peut nuire à 
la folidité du principe dont il s’agit ici. Prenons pour 
exemple deux corps fufpendus aux extrémités d’un levier. 
On fait qu’ils y doivent refter en équilibre , toutes les fols 
que leurs poids font en raifon inverfe des bras fur lefquels 
ils agiffent. Or dans ce cas il eft évident que fi par impôt 
fible il furvenoit du mouvement dans le levier, les efpaces 
parcourus par les deux poids feroient en raifon inverfe de 


Digitized by Google 


DE MÉCHANIQUE. aoj 

ces mômes poids : puifque ces efpaces étant des arcs fem- 
blables décrits par les deux bras du levier , leur rapport fe- 
roit le même que celui de leurs rayons. 

On pourroic donc , à l’imitation de Defcartes , de 
s’Gravefande , & de pluAeurs autres , alTeoir les fondements 
de la Statique fur le principe donc nous venons de parler. 
Les conditions particulières de l’équilibre dans toutes les 
machines Amples s’en déduifent avec beaucoup de facilité , 
6c comme fon application eft très-générale » il n’eft pas fur- 
prenant que plufieurs Auteurs lui aient donné la préférence 
fur la méthode que nous avons fuivie. Mais ce principe ne 
paroîc pas aflez direêl , pour fervir de bafe à une théorie 
fufceptible d’ailleurs d’une démonftration rigoureufe. 

260. Ce feroit ici le lieu d’entrer dans le détail des ma- 
chines compofées : mais outre que ce détail feroit immenfe , 
chacun peut aifément y fuppléer , en prenant pour modèle ce 
qui a été dit des mouffles , des rouages ôc de la vis fans Hn. 
Toute la difficulté confifte à trouver , pour le cas d’équi- 
libre , le rapport de la puiflance au poids. Or ce rapport ré- 
fulte toujours du produit de tous les rapports particuliers 
que l’équilibre exige dans chaque machine Ample qui entre 
dans la compoAtion de celle que l’on veut calculer. On pour- 
roit dire auffi que ce rapport eft toujours l’inverfe des ef- 
paces que parcourent en même temps les deux puiffances. 

Mais comme le frottement modiAe beaucoup les effets des 
machines, fur-tout lorfqu’elles font compofées , on ne peut 
fe difpenfer d’y avoir égard , quand on veut les calculer avec 

Ce ij 
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une certaine prdcifion. Faute d’apprécier au moins en partie 
ce que les forces mouvantes employent de leur énergie , 
pour vaincre les frottements , on eft expofé à des mécomp- 
tes non moins grolliers que difpendieux. Je dis , en partie ; 
car on ne peut pas fe flatter d’évaluer au jufte cette perte ^ 
tant il y entre d’éléments variables. 

26 I- Le frottement en effet provient de la réfiftance 
qu’il faut furmonter pour faire mouvoir un corps fur un au- 
tre. Or cette réfiQance varie à l’infini : car elle eft produite 
par l’adhéfion mutuelle des parties faillantes d’un corps 6 c 
des parties rentrantes de l’autre. Les furfaces les mieux po- 
lies ne font pas exemptes de ces petites inégalités : on voit, 
au moyen d’un microfeope , qu’elles en font tout hérif- 
fées. Mais cette adhéfion exige une certaine force pour 
être vaincue : il faut néceffairement rompre les liens qui 1 » 
forment , fi on ne peut pas en dégager autrement le mo- 
bile; fans quoi il n’y auroit pas de mouvement. 

262. L’expérience fait bien voir que le frottement fuit 
à-peu-près le rapport de la preflion, c’eft-à-dire , qu’un 
corps qui repofe par une de fes faces fur un plan quelconque , 
ôt qui exige une certaine force pour être mis fur le point de 
fe mouvoir, n’exigeroit que la moitié de cet effort , fi fon 
poids, ou en général, fi la puiffance quilepreffe fur fon 
appui , étoit diminuée de moitié. 

a 6 3 * L’expérience apprend encore qu’en faifant mou- 
voir un parallélépipède fur fes faces les plus inégales , on 
éprouve à-peu-près la même réfiftance de la part du ftotte- 
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ment : & de-là quelques Phyficiens ont conclu d’après 
M. Amontons ( Mém. de PAc, Roy. des Sc. an. 1 5 pp , 170? & 
1704) que les furfaces n’entrent pour rien dans l’eftimation 
de cette réfiftance. Il fembleroit pourtant que plus un corps 
ell étendu , plus fes points de contaél fe multiplient, & plus 
par conféquent l’effort qu’il faut faire pour fléchir ou pour 
brifer toutes ces petites pointes , doit être grand. Mais fi 
d’un côté les points d’appui font plus nombreux , cela efl 
compenfé de l’autre côté , par la diminution du poids que 
chacun a pour lors à foutenir : car les afpérités du mobile 
s’enfon<;anc moins profondément dans les cavités du plan , il 
faut un moindre effort pour les en retirer. 

Cette compenfation au refte n’eft pas tellement exacle , 
fur-tout lorfque le poli des parties frottantes efl différent , 
que l’on ne doive pas compter la grandeur des furfaces parmi 
les caufes du frottement. Le temps influe aufli fur cette co> 
héfion réciproque des corps ; puifque leurs éminences de 
leurs cavités s’engagent d’autant plus les unes dans les au- 
tres , qu’elles ont éprouvé plus long-temps les effets de la 
preflion. C’efl un fait établi par l’expérience & avoué par 
tous les Phyficiens. Et de-là vient qu’un corps mis une fois 
en mouvement , n’éprouve plus autant de réfiftance qu’il 
en éprouvoit au moment où il a commencé de fe mouvoir, 

264* Non- feulement la durée de la fuperpofition de 
'deux corps augmente la difficulté de les faire mouvoir, mais 
encore les divers degrés de température & d’humidité dans 
l’Atmofphere conciibuetu beaucoup à rendre très-variabies> 
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les effets du frottement. Tout le monde fait qu’une porte ^ 
qu’une fenêtre , &c. ne s’ouvre pas avec la même facilité , 
dans un temps fort humide. Ajoutez à cela que les fibres du 
plan réfident plus ou moins, fuivant le fens du mouvement, 
& fuivanc le degré de flexibilité qui leur eft propre. Comp- 
tez encore toutes les variations qu’entraînent avec elles les 
qualités particulières de certains corps qui femblent avoir 
entr’eux une telle y^ffinité , pour parler le langage de la 
Chymie, que leur adhéflon en eft beaucoup plus forte : ôc 
certainement vous conclurez que rien n’eft moins débrouillé 
dans ce qui a rapport aux forces mouvantes , que la théorie 
des frottements. L’expérience eft ici , comme par-tout ail- 
leurs , le guide le plus sûr : on ne fauroit donc trop la 
confulter ; & voici une maniéré d’en tirer des réfultats fur 
lefquels on puiffe compter. 

- a 6 5 • Soit M un corps pofé fur le plan horizontal /I B 
& tiré fuivant QC par le poids P, au moyen du fil QCP; 
que l’on fuppofe paffet fur la poulie C. Il eft clair que le 
frottement eft ici le feul obftacle au mouvement du corps M, 
puifque tout l’effort de ùl pefanteur eft détruit par le plan 
fur lequel il repofe. Sans cet obftacle , b. moindre puiffance P 
fuffiroit donc pour le faire mouvoir horizontalement. Cela 
pofé, prenez pour P différents poids, jufqu’à ce que vous- 
en trouviez im qui foit fur le point de mettre le corps en 
mouvement : & vous aurez alors un moyen bien Ample de> 
connoître le frottement. 

Prolongez enfuite la dircélion jufqu’à ce qu’elle 
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rencontre en M la verticale MN menée pat le centre de 
gravité ; repréfentez par MN\& poids du corps , & par M V 
la force P, vous aurez la diagonale M T pour la réfultante 
de ces deux forces. Cette réfultante fera inclinée d’une 
certaine quantité fur l’horizontale 6c c’eft l’angle de 

fon inclinaifon MT N que l’on appelle Y Angle du frottement. 

Or la tangente de cet angle eft au rayon, comme la force 
du frottement eft à la prefllon. Connoiftant donc ce der- 
nier rapport , il fera facile de déterminer l’angle du frotte- 
ment j 6c fl comme on l’a obfervé fouvent dans certains 
corps, le frottement ëft le quart de la preftion , on conclura 
que l’angle du frottement eft celui dont la tangente eft qua- 
druple du rayon. Cet angle eft donc de 75° ainft que 
les tables le donnent. 

166. En général, pour qu’un corps foit fur le point de 
fe mouvoir , il faut que la réfultante des forces qui lui font 
appliquées , fafte avec la furface frottante un angle égal à 
l’angle du frottement. De plus , le point T de la bafe AB, 
par lequel pafte cette réfultante , ne doit pas forcir de la 
bafe , fans quoi le corps fe renverferoit. > 

267. On peut déterminer aufli la réfiftance que produit 
le frottement , en pofant un corps quelconque dont le poids 
foit connu , fur un plan A B mobile autour de l’axe horizon- 
tal , 6c en inclinant ce plan , jufqu’à ce que le corps 
foit fur le point de gliftêr. Alors fon poids repréfenté pat 
AIT, fe décompofera en deux forces , l’une MN perpen- 
diculaire au plan , l’autre AI V qui lui fera parallèle. La 
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première eft totalement détruite par la réfiftance du plan , U 
fécondé eft détruite par le frottement, & lui eft par confé> 
quent égale. Donc la force du frottement eft au poids du 
corps , comme le Hnus de l’inclinaifon du plan fur l’horizon 
eft au finus total. L’angle MT N àu frottement eft donc 
égal à l’angle C A B plan avec la verticale. 

2.68’ cet angle une fois connu , on peut avoir égard 
aux effets du frottement , dans l’ufage des machines. Prenons 
le treuil pour exemple , & fuppofons la roue I K 0 & le 
cylindre LG F dans un même plan, le tout mobile autour 
de l’eflieu on Boulon CNT. Soient prolongées les direûions 
PO , QF de la puiffance & du poids , jufqu’au point de 
concours Af, & foit yWT la direfUon de la réfultante. 

Cela pofé , s’il n’y avoir aucun frottement à vaincre , cette 
réfultante feroit dirigée fuivant AfA^C vers le centre C, 
c’eft-à-dire, perpendiculairement à la furface du boulon : 
mais dans le cas du frottement , il faut quelle faffe avec le 
boulon im angle MT N égal à l’angle du frottement. 
Quelque foit la valeur' de cet angle , que nous appellerons _/j 
on connoîtra dans le triangle C MT les deux côtés CT, 
CM, & l’angle CT M =po®-t-/' : on trouvera donc 
l’cxptcllion du finus de l’angle CMT, que 
nous défignerons par 9 . Soit A l’angle CMP, foit B =a 
l’angle C Af f ; & on aura P MT= A — 9 , & T M F 
B~\-<P. Mais puifque Af T eft la diredion de la réfultante 
des deux forces P&C.Q, onz P : Q::ftnTAIF:fmTMP:: 
fin{B-\- 9 ):fm{A — <p); & c’eft-là le rapport que doivent 

avoir 
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avoir entt’elles les puiflances P & ^ pour fe faire équilibre 
dans le treuil. 

Si on fuppofe parallèles les direûions de P & de Ç , on 
pourra regarder comme infiniment petits les angles , B, pi 
& alors on aura P : ^ : fin B fin p : fim A — fin p. Or 




Donc P: 

C M * 


J CM ^ 

CF-i-CTcoff: CO — CTeoff. 

Remarque I. 

2 5 p. Il y a toujours , dans l’hypothefe du frottement , 
deux valeurs entr’autres à donner à la puifiance pour foute* 
nir le poids , l’une plus grande, l’autre plus petite que fi le 
frottement n’avoit pas lieu. Car prenant NT'= NT y la 
réfultante peut être dirigée fuivant MT' y fans que l’équili- 
bre en foit altéré , puifque cette réfultante fait encore avec 
la furface du boulon un angle égal à l’angle du frottement. 

Dans le premier cas , qui ell celui que nous avons examiné 
d’abord , âc dans lequel MT eR. la réfultante de deux for- 
ces mifes en équilibre , on a P : finT M F : fin TM 0 ; 

& il efi clair que la puifiance a moins d’avantage alors que 
s’il n’y avoir pas de frottement : mais dans le fécond cas , 
où l’on 2i P •. f) : \ fin TM F : ftnT'MO , il eft clair aufii 
que les efibrts de la puifiance feroient moindres , que s’il 
n’y avoir aucun frottement. 

En fuppofanc parallèles les direâions des puifiances P ôc Ç, 
on trouvera que les deux valeurs de P , l’une plus grande , 

l’autre plus petite que lorfqu’il n’y a point de frottement , 
f. Q(CF-*-CTcoff) Q(CF-Clcorf, 

CO-CTcoff~*^ CO-hCTco^f * 
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Exemple, 


Supposant parallèles les dire£Uons de la puîffance & du 
poids, foit le rayon CO de la roue vingt fois plus grand que 
celui du boulon ; foie le rayon CT du cylindre quatre fois 
plus grand que celui du boulon ; foit enBn la force du frot- 
tement égale au quart delapreflion. On aura tangf=^, 
ou = : & les deux valeurs de P quifuffiront pour 

mettre le poids ^ point de monter ou de defeendre , 

feront exprimées pat ôc , qui en 

faifant le calcul, fe réduifent à 0,2147 ^ & 0,1852 Q. La 
première eft en effet plus grande que -f Q , & la fécondé eft 
plus petite. 

On peut appliquer cette folution à un levier qui tour- 
neroit autour d’un boulon, en regardant CO & Cf comme 
les perpendiculaires menées du centre du boulon fur les 
direOions des puiffances. On l’appliqueroit aufll à la poulie 
fixe , en faifant CO = CF. * 

• RemarqueII. 

270* Au refte , quand bien même on réuflîroit à établir 
enfin une théorie claire & folide fur la réfiflance occafionnée 
par les frottements , il refteroit encore une difficulté prefque 
infurmontable dans les moyens d’en faire l’application. Car 
cette théorie , de quelque généralité qu’elle pût être d’ail- 
leurs , n’en exigeroit pas moins , pour être appliquée 
avec fuccès , que des expériences réitérées , uniformes ôc 
fur-tout extrêmement variées pour chaque cas d’équilibre 
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& de mouvement , fiflent connoître avec une certaine pré- 
cidon le degré de cette rédflance. Or il ne paroît pas vrai- 
femblable que l'on puifTe jamais réduire à des réglés 
confiantes les faits déjà connus qui y ont rapport , bien moins 
encore la foule immenfe de ceux qui reftent à connoî- 
tre. Le poli des furfaces efl fufceptible d’une fi graude 
variété , fans qu'il y ait aucune échelle de comparaifon qui 
en falTe diflinguer les degrés, qu’il n’en faudroit pas da- 
vantage pour ôter tout efpoir d’une théorie généralement 
applicable aux effets du frottement. Mais il s’en faut bien 
que ce foit là le feul obflacle à l’exiflence d’une pareille dé- 
couverte. La prcfllon , la grandeur , la nature , la direclicn 
& la vîteffe des furfaces frottantes , les variations de l’Atmof- 
phere,&c, font ici des éléments néceffaires ; 6c on fait juf- 
qu’à quel point tant de caufes différentes jettent de l’in- 
certitude dans les réfultats des expériences. On ne doit 
donc attendre des calculs relatifs au frottement qu’une ap- 
proximation plus ou moins exade , 6c fouvent tâtonnée , 
fur-tout pour les machines exécutées en grand. 
Remarque III. 

271. On ne manque pas de moyens pour diminuer les 
frottements , foit en poliffant bien les furfaces , foit en les 
féparant pat des rouleaux , foit en les oignant de quelque 
matière graffe , 6c principalement en évitant de faire mou- 
voir des corps homogènes les uns fur les autres. Car l’ex- 
périence prouve que des métaux différents fe meuvent avec 
plus de facilité , foit en gliffant , foie en tournant , 6c s’ufent 
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par conféqucnt beaucoup moins , en frottant l’un contre 
l’autre , que diverfes parties du même métal que Pon feroic 
mouvoir les unes fur les autres. L’acier , par exemple , fe 
meut plus facilement fur du cuivre que fur de l’acier. Il y a 
même du choix à faire parmi les corps hétérogènes , pour 
faciliter de plus en plus leur mouvement. Ainfi l’acier 
tourne plus aifément dans du cuivre jaune , que dans du 
cuivre rouge , que dans du plomb ou de l’étain. Ce font * 
des faits établis par l’expérience à laquelle il faut avoir 
principalement recours en pareille matière. 

a 7 2 • Mais fi avec toutes ces précautions on peut di- 
minuer les effets du frottement , il ne faut pas croire que 
l’on puifle jamais venir à bout de les détruire. C’eft donc 
une chimere qu’une machine fans frottement : c’en eft donc 
une autre que le Mouvement perpétuel tant vanté , tant cher- 
ché par quelques Machinifies , & prefque toujours le ridi- 
cule objet de leurs folles dépenfes. Pour qu’ils puffent fe 
flatter de produire enfin ce Grand-œuvre de la Méchanique, 
il faudroit auparavant imaginer quelque moyen de rendre 
aux forces motrices ce que les frottements inévitables leur 
font perdre de toute néceflité. Or cette réprodu£Hon eft 
impofiible, fi on n’appelle pas de temps en temps au fecours 
quelque puiffance étrangère qui les ranime , foit en reban- 
dant des refforts , foit en remontant des poids , foit en don- 
nant de quelque autre maniéré l’impulfion , le mouvement 
& la vie à ces fortes d’automates. 
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a 7 3 ■ Les moyens d’augmenter le frottement font en- 
core plus multipliés fie -plus faciles que ceux de le diminuer. 
Mais la plupart font fî connus qu’il feroit inutile de les 
rappeller ici. Perfonne n’ignore leur utilité dans les Arts 
méchaniques fie dans prefque tous les ulàges de la vie. C’ell 
par le frottement que les limes , les râpes , les feies , fie 
généralement tous les outils de ce genre agilTenc fur les 
corps les plus durs. C’eft par le frottement aufli que l’on 
polit les métaux J les glaces, les diamants mêmes. Si avant 
de defeendre des montagnes un peu rudes , on enraye les 
voitures , ce n’eft que pour retarder leur marche , en aug- 
mentant le frottement j 6 c fi pour jetter l’ancre ou pour 
la lever , on facilite les manoeuvres en faifant faire au cable 
qui la foutient , quelques tours fur le cylindre du ca- 
befian , ce n’eft encore que pour augmenter la réfiftance 
du frottement. Une feule cheville qui frotte contre X Arbre 
d’un moulin fuffit pour arrêter toute l’impétuofité du vent, 
ou de l’eau. On fait avec quelle force les filions d’un écrou 
frottent contre le filet de la vis , ficc , fitc. 

Remarque V. 

On croit affez généralement qu’une puifiance n’a jamais 
plus d’énergie pour foutenir un poids en équilibre fur un 
plan horizontal ou incliné , que lorfque fa direfUon eft pa- 
rallèle au plan ; mais cette affertion n’eft vraie qu’en 
faifant abftrafUon des effets du frottement : car on trouve 


Digitized by Google 


ai4 TRAITÉ 

par le calcul , que pour faire mouvoir un corps quelconque 

fur un plan horizontal , en ayant égard à ces effets , & en 

les fuppofant égaux au tiers de la prefTion, la dire£Uon la 

plus favorable que l’on puiffe donner à la puifTance ell celle 

qui fait avec le plan , un angle de 18° 27' à-peu de chofe 

près. 
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274. y U AND les puilTances qui folllcicent un corps au 
mouvemenCj ne font pas en équilibre , ce corps doit nécef» 
fairement fe mouvoir ; & Ci après une première impuUion , 
les puilTances celTent tout-à-coup d’agir fur le mobile, fie 
l’abandonnent à lui-même , on voit bien que fon mouvement 
doit être uniforme fie reêliligne. Mais Ci parvenu au bouc 
d’un certain temps au point B de fa direûio» B C , il y 
eft follicité fuivant B E par quelqu’autre puiflance , alors 
xepiéfentant par £ C la vîtefle qu’il avoit fuivant /ÎB y àc 
par £ £ la vîtefle qu’il vient de recevoir, on aura la dia- 
gonale 6 D du parallélogramme B E DC y pour exprimer 
fa direôion ôc fa vîtefle effedives. 

Pareillement , fi à quelque point D de cette diredion , 
une nouvelle puiflaoce agit fur le mobile , & lui imprime la 
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vîtefle DH, on prendra fut le prolongement dcB D y une 
ligne D G pour repréfemer la vîtefle fuivant B D , & ache- 
vant le parallélogramme DHFGy on trouvera que la dia- 
gonale D F exprime la direction que ce corps doit prendre , 
& la vîtefle avec laquelle il doit fe mouvoir. 

En continuant le même procédé , on conçoit aifémenc 
que tout corps ainfl follicité par des impulflons fucceflives 
doit parcourir les côtés d’un même polygone : ôc s’il ne les 
décrit pas avec la même vîtefle, au moins les décrira-t-il 
uniformément chacun en particulier. Appellant donc s un 
côté quelconque du polygone , t le temps employé à par- 
courir ce côté , ôc H la vîtefle du mobile pendant qu’il le 
parcourt , on aura « = y ; mais ces trois quantités peuvent 
être diflérentes pour les différents côtés du polygone. 

275* Suppofons maintenant qu’une force accélératrice 
agifle fur le mobile , à chaque inflant infiniment petit , c’eft- 
à-dire , fans la moindre interruption : il eft clair que la ligne 
décrite fera compofée d’une infinité de petites diagonales , 
dont la fuite formera un arc de courbe, tant que la direâion 
de ta force accélératrice ne confpirera pas avec celle du 
mobile. Chacune de ces diagonales fera donc un des élé- 
ments infiniment petits , ^ r , de la courbe décrite , ôc d s 
fera Télément du temps remployé à parcourir l’arc entier r, 
Ainfl la formule générale de la vîtefle d’un tel mobile fera 

d s 

« = 7r- 

276. Si le corps fe meut en ligne droite , ôc fi la puif- 
fance accélératrice agit dans fa direction , elle augmentera à 

chaque 
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chaque indant la vîtelTe du mobile , d’une quantité infînU 
ment petite du. Mais cecte quantité ne ferd*pas la même 
p'ouc tous les inllanrs , à moins que la force accélératrice 
ne foit confiante. Or puifque cette force imprime dans 
l’infiant dt la vîtelTe du, il efi clair qu’en agifiant égale- 
ment dans l’inftant fuivant , elle imprimeroit une vîtefle 
égale du.', enforte que fi le mobile n’éprouvoit d’autre ac- 
tion que celle d’une telle force , il auroit à la fin du fécond 
infiant, une vîtefle 2 du. Cette a£tion répétée pendant un 
nombre n d’infiants , produiroit donc la vîtefle ndu , au 
bout du temps ndt. 

Soit ndt — i , ou n = on aura pour l’expreflion de 
la vîtefle acquife dans une unité de temps , Appelions p 
cette quantité , qui ne peut manquer d’être connue, puifque 
c’eft elle qui mefure l’intenfité de la force accélératrice : 
nous aurons donc du p dt , expreflion également propre à 
repréfenter l’accroiflement ou la diminution de vîtelTe que la 
force accélératrice produit dans le mobile , félon que fa 
direction confpire avec celle du mouvement, ou qu’elle lui 
efi diredement oppofée. 

277* La quantité p efi variable, toutes les fois que la 
force accélératrice n’eft pas confiante; car nous entendons 
ici par p la vîtefle que l’intenfité aduelle de la force accé- 
lératrice répétée également & continuellement pendant une 
unité de temps , produiroit dans un mobile uniquement fou- 
rnis à fon adion. Il efi aflez ordinaire cependant d'entendre 
par p la force accélératrice elle-même : mais fi on veut avoir 
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des iddes claires fur ces premiers principes de Dynamique j 
il ne faut pÜnt perdre de vue la feule maniéré exa£te de 
confiddrer les puiflances. Or nous avons dit ( ) qu’elles rie 

doivent ni ne peuvent entrer en confiddration , qu’à raifon 
des effets qu’elles produifent. 

Si toute leur a£Hon s’exerce dans un inftant, il en réfulte 
dans le mobile une certaine quantité de mouvement , dont la 
mefure fait toujours connoître leur énergie : mais s’il eft 
queftion d’une force accélératrice qui agit inégalement à 
chaque point de la route du mobile , il faut , pour en mefurer 
les divers effets , fuppofer pour un moment que cette force 
eft confiante , 6 c voir enfuite ce que fon aéiion répétée égale- 
ment 6 ( continuellement pendant une unité de temps , pour- 
loit produire de vîteffe dans le corps fournis à fon impulfion. 

278* Cette vîteffe que nous avons appellée p eft très- 
propre à faire connoître l’intenfité de la force accélératrice , 
dans un point déterminé, quel qu’il foit , puifqu’en fuppo- 
fant que la valeur de p devienne double , l’accélération doit 
Être double auffi , p étant en général proportionnelle à. du. 
D’ailleurs la valeur de p variant à chaque point de l’efpace 
que parcourt le mobile / elle marquera les degrés d’accélé- 
ration que la force motrice doit produire à tel ou tel point. 
On voit donc que la quantité p ne doit entrer dans le calcul, 
que comme fimple mefure des effets produits pat la force 
accélératrice , 6 c que la maniéré la plus fimplé d’apprécier 
cette force , eft de faire connoître la valeur de p. 

a 79. Après cette courte expofition du vrai fens qu’U 
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faut donner à la formule c/« =s nous dirons avec tous 
les Géomètres modernes , que l’élément de la vttejfe ejî é^al 
au produit de la force accélératrice par l'élément du temps. Mais 
nous convenons que cet énoncé , commode pour fa briè- 
veté, pécheroit abfolument du côté de l’exaéUtude, fi on 
n’y attachoit pas une )ullc idée de ce qu’il fauc entendre par p. 

Il en eft de ces expreflions comme de tant d’autres confa- 
crées par-l’ufage ÿ elles deviennent toutes indifférentes 
pour quiconque les a une fois bien conques. 

a 8 O. Au refte , quoique la formule du=pdt n’ait lieu 
que pour les mouvements reéUlignes troublés par une force 
accélératrice , elle peut s’appliquer aifément aux mouve- 
ments curvilignes. Pour cela , foit M m l’élément infiniment Fig 
petit que le corps eft cenfé avoir décrit dans l’inftant d t. 

Si après l’avoir parcouru , il n’étoit follicité par aucune au- 
tre puiflance , il continueroic de fe mouvoir uniformément 
en ligne droite dans fa première direéUon Mmm' , Sx. l’inf- 
tant fuivant dt'j ou dt •+■ ddt il parcourroit l’efpace 

dtdt' 


mm — 


dt 


Suppofons donc qu’il eft follicité au point m par des 
puiffances quelconques ; on pourra les réduire toutes à 
deux , l’une T fuivant Mm ml y l’aiîcre N perpendiculaire 
^ Mm m'. La première eft généralement connue fous le nom 
de Force Tangentielle : on appelle la fécondé , Force Nor- 
male. La force tangentielle accélérera la vîteffe du mobile 
dans la direélion mm' y ôc le fera parvenir en un point quel- 
conque m" au bout du temps dF : ainft l’accroiftemcnt de la 

£e ij 
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vîtefle fera du = Tdt'. La force normale, au contraire | 
n’altérera point le mouvement du corps : mais elle chan- 
gera fa direÛion , & lui fera parcourir un petit efpace mV- 
perpendiculaire à m m". Or la vîtcffe néceflaire pour le 
parcourir dans l’inftant dt' eft exprimée par^, & cette 
vîtelTe étant imprimée par la force accélératrice on aura 
^ =3 Ndt > , ou ffj'V = Ndt>\ 

En vertu de ces deùx forces & de la vîtefle qu’a déjà le 
corps fur fa TrajeSîoire , il fe trouvera au point m après l’inf- 
tant d i', & il aura décrit le fécond élément m m ou d r -t- 
ddi de la ligne de fon mouvement. Soit i? le rayon ofculateut 
de la courbe qu’il doit décrire ; on aura mV ôcles 

trois équations relatives au mouvement feront » = — • •• 
du = T d t' . , . d i' =■ R . N dt'*. Maïs puifque dt'^= dt 
d dt f ces équations étant homogènes , on pourra fubC- 
tituer dtïdt'fCe qui les changera en celles-ci. « = . . . 

d U = T d t. . . d s* ^-R . A d t* ou U* = R . N i & c’eft au 
moyen de ces équations que l’on peut déterminer pour 
chaque point de la trajeûoire , la vîtefle d’un corps follî- 
cité par des puiflances quelconques , dans tous les cas du 
moins où cette ligne fe trouve dans un même plan. 

281* Ces premières notions une fols établies, nous 
allons entrer en matière , & traiter par ordre les princi- 
pales queftions de la Dynamique. On peut les réduire à 
trois. Dans la première , nous confldérerons le mobile 
comme un point libre qui peut également obéir à toutes les 
foUicitations des puilTances accélératrices. Dans la fécondé, ' 
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nous regarderons encore le mobile comme un point , mais 
nous fuppoferons qu’il doit fe mouvoir fur une ligne ou 
furface donnée : enforte que les forces par lefquelles il fera 
follicicé au mouvement , ne pourront qu’accélérer ou retar- 
der fa vîteffe dans cette trajcftoire déjà tracée. Nous exami- 
nerons enfin dans la troifieme le mouvement des points qui 
agiflant les uns contre les autres , troublent par cette adion 
mutuelle leurs mouvements refpedifs , ôc delà nous dédui- 
rons le mouvement des corps confidérés comme ayant un 
volume fini. Tels feront les principaux objets des trois 
Sedions de la Dynamique. 

2 S 2 . Mais avant d’entrer dans aucun détail , nous ré- 
péterons les vraies fignifications des quantités u ôcp dans les 
équations fondamentales , u = ^ . .. du = pdt : car il eft 
important que l’on en ait des idées claires & précifes. 

Par U il faut donc entendre ici une quantité variable qui 
exprime pour chaque inftant l’efpace qu’un mobile quel- 
conque pourroit parcourir dans une unité de temps , fi fon 
mouvement devenoit tout-à-coup uniforme & rediligne. 
« eft donc la vîteffe dont le mobile feroit animé, files forces 
accélératrices ceffoient tout-à-coup d’agir. 

Nous entendons par p une autre quantité variable qui 
exprime pour chaque inftant la vîteffe que la force accélé- 
ratrice , devenue confiante , feroit capable d’imprimer an 
mobile , en répétant également & continuellement fon ac- 
tion pendant une unité de temps. 

a S 3 • Au refte,les deux formules « s= ~ = 
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en donnent deux autres yudu^pd s,..p dt=i , dont 

l’application ôc l’ufage s’étendent également fur prefque 
tous les objets que nous allons difcuter. On va voir , en 
effet , que la plus grande partie de ces difcuffions confifle 
à appliquer ces quatre formules à différentes valeurs de p. 


SECTION I. 

Du Mouvement d’un point libre sollicité 
PAR DES Puissances quelconques. 

O N peut confidérer le mouvement d’un point libre dans 
deux états différents , fuivant que ce point fe meut dans 
Je yttide , ou dans un Milieu réjljlant. 

Article I. 

Du Mouvement d'un point libre folliçité par des puijfances 
quelconques , dans le vuide. 

a 8 4. Le premier objet qui fe préfente dans cette théo- 
rie , comprend en général tous les mouvements reélilignes ; 
mais comme celui des corps graves eft le plus utile , nous 
nous attacherons fpécialement à en bien faire connoîtrc 
toutes les circonftances. 

La gravité , comme nous l’avons dit ailleurs , eft une force 
accélératrice confiante qui exerce fur tous les corps une 
aéUon continuelle fuivant des direélions perpendiculaires à 
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l’honzoh. Suppofons donc qu’un corps quelconque tombe 
du repos fuivant une ligne verticale : la gravitd agira fur lui , 
& le follicitera fans celfe. Il fera donc animé par une force 
accélératrice conftante que l’on peut appcller g ; ainfi nous 
aurons pour l’équation defon mouvement, du = gdt dont 
l’intégrale eft «=agr. 

a 8 5 • Cette formule nous apprend déjà que dans la chûte 
des coff s graves , la vîtejfe aajuife croit à proportion du temps 
écoulé depuis f origine du mouvement, 4i 

Si on intègre auiïi l’équation udu gds ^ on aura 
«« = ag f , qui en fubftituant g* r* à la place de «*, donnera 
i=-ï-gr*. Nouveau réfultat général qui nous fait voir que 
les efpaces parcourus depuis t origine du mouvement font toujours 
proportionnels aux quarris des temps. 

Et comme les vîtefles acquifes font proportionnelles aux 
temps , on peut dire aufli que dans le mouvement des corps 
graves , les efpaces parcourus font toujours proportion- 
nels aux quarrés des viteffes acquifes. Or ces deux équations 
u=gt . . . r = 7 gr*, qui renferment latroifieme «»=agr, 
fufüfent dans tous les cas pour déterminer les circonflances 
relatives au mouvement des corps graves , quand on connoît 
une fois la quantité conftante g; & on n’a rien négligé de ce 
qui pouvoir en procurer une exaéle connoiftance. 

2 S 6, Des expériences multipliées, faites avec tout le 
•foin que l’on pouvoir attendre des Phyficiens les plus ha- 
biles, & confirmées fur-tout par les réfulrats les plus uni- 
formes de la théorie des Pendules , ont conftaté d’une ma- 
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niere très-sûre les loix de l’accélération produite dans les 
corps graves en vertu de la pefameur. On fait par exemple 
que fous la latitude de Paris un corps abandonné à lui-même 
parcourt dans la première fécondé de fa chute , i j pieds 
exaâement, i 05^8 pieds. Suppofant donc 
que l’on compte le temps par fécondés , Ci l’efpace par pieds, 
on aura t = 1 , toutes les fois que s = ij, oj>8. Ainfi en 
fubllituant ces valeurs dans l’équation s = j£t*, elle de- 
viendsa i j , op8 on déduit ^ = jo , ip 5 , va- 

leur qui repréfente très exaélement la force de la gravité , 
& qui dans le mouvement des corps graves tient lieu de 
cette force accélératrice dont la formule m = p d r fait 
mention en général. 

a 8 7 * La valeur de ^ ainfi déterminée, il fuflRra de 
connoître une des trois quantités h , s , t, pour déterminer 
immédiatement la valeur des deux autres > au moyen des 
équations , u — g r ... s = .. u u => 2 g s. 

Exemples. 

I. On demande combien il faudroit de temps pour qu’un 

corps abandonné à lui-même tombât de 400 pieds de haut f... 
L’équat ion = j g r* donne ^ = 26, 4PJ j ; donc 

t = |/a 5 , 4P3y = J ÿ. Il faudroit donc pour que ce 
corps defcendit de la hauteur propofée. 

II. On demande quelle feroit la vîtelTe de ce même corps 

à la fin de fa chute . L’équation uu = 2gs donne en y 
fubdituant les valeurs connues, uu = 2 . 30,ip5 . 400 
44155, 8 ; donc »= 1/241 8 =ijyy. Ce corps par- 

couicoic 
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Courroit donc i 5 j pieds y par fécondé , fi la gravité n’agifibic 
plus fur lui f du moment où il feroic defcendu de 400 pieds 
de haut. 

III. Trouver la profondeur d’un puits au fond duquel on 
fait qu’un corps ne parvient qu’au bout de 7" ?.. . Prenez 
l’équation s =■ Igr’, & fubftituez-y les valeurs de^ ôc der , 
vous trouverez que t^,os >8 . ^9 = 7 pieds f. 

IV. La profondeur de ce puits étant de 739 pieds y, & 
le temps de la chute étant de 7", combien de pieds doit par- 
courir le corps dans la première fécondé ?... Les efpaces 
parcourus font proportionnels aux quarrés des temps; on a 
donc 49 : I : : 759 piedsf : x = 1^,098 , comme l’équa- 
tion = le donne immédiatement. 

V. De quelle hauteur faut-il qu’un corps tombe pour ac- 

quérir une vîtefie de 400 pieds par fécondé / . . . Si vous 
prenez la valeur de s dans l’équation « « = x , vous trou- 
verez > qui fe réduit à 2649 ÿ. La hauteur demandée 

doit donc être de 2(49 pieds j; enforte que fi après l’avoir 
parcourue, le corps n’éprouvoit plus l’aâion de la pefan- 
teur , iî conferveroit à perpétuité dans le vuide , une vîtefie 
uniforme qui lui feroit parcourir 400 pieds par fécondé. 

Ces formules peuvent fervir à vérifier la Table fuivante. 
Elle a été calculée d’après la fuppofition qu’un corps grave 
abandonné à lui-même parcourt dans la première fécondé de 
fa chute i j pieds i pouce i ligne f ; ce qui ne différé de 
ip, 098 pieds que d’un tiers de ligne, en moins. Voyez 
Mufichenbroek, IntrodttSHo ad Philofophiam natmaUm, 

Ff 
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1 

TEMPS 

ESPACE 


yiTESSE II 

en Secondes. 

parcouru. 


acquiji. 


1 

,jPi. 

,p». 


30*’*' 

2Po. 

3? 

^ 2 

60 

4 

11 

5o 

4 

77 

S 

*3; 

10 

4 

90 

6 

lOf 

4 

241 

S 


120 

9- 


S 

377 

4 


lyo 

1 1 

47 

6 

143 

5 

4 

37 

181 

I 

97 

1 

739 

8 

21 1 

4 


8 


1 

5 t 

241 

6 

47 

9 

1222 

9 

0 

271 

8 

8 

lo 

• • • 

i;op 

• • • • 

6 


301 

• • • • 

10 


• • • 
20 
• • • 

• • • • 
503 p 

« • • • 

1 1 

3j 

• • • » 
603 
■ • • • 

9 

"7 

• • • 
30 
• • • 

« • • • 

>3 î 87 

0 

4 

• • • • 
905 
• • • • 

8 

8 | 

• • • 

^0 

241 J 3 

0 

9 

• • • • 

120 P 

0 

<^7 








JO 

37739 

1 

5? 

I 5 OP 

5 

9/ 








5o 

54344 

S 

4 

1811 

5 

97 


‘ a 8 8 • On appelle Hauteur dûe à une vttejfe celle d’où un 
corps pcfant devroit tomber pour acquérir cette vîteflTe. Soit 
h la hauteur convenable , foit u la vîtefle qui en réfulte y on 
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àura H U =2gh. Les vîteffes acqutfes font donc proportionnelles 
aux racines quarrées des hauteurs qui leur font dues. L’ufage de 
ces hauteurs eft fort commun dans les ouvrages de Dyna- 
mique , depuis que les Géomètres modernes les ont intro- 
duites dans leurs calculs , au lieu des vîtelTes mêmes dont 
elles donnent la mefure. 

c a 8 9. Si le corps , en tombant , avoit reçu une certaine 
vîtefTe verticale J on pourrolt appeller h la hauteur due à 
cette vîtelTe > 6c alors le mobile ayant parcouru l’efpace s 
feroit dans le même cas que s’il étoit tombé de la hauteur 
A -+- r. Ainfi on auroit pour équations de fon mouvement 
u=gt-h\/ 2 gh...S‘^h=ig(t~^-^y , our= 7 ^f’- 4 -r|/ 2 gh. 

290. Suppofons maintenant qu’un corps foit lancé de bas 
en haut avec la vîtefle A', 6c qu’il s’agifle de déterminer fon 
mouvement. Nous reprendrons pour cela l’équation =* 
P d t y en obfervant que la vîteffe du mobile eft continuel- 
lement retardée par l’aâion g de la pefanteur. 11 faudra 
donc écrire — d u = g d t. Or Ci on intégré cette équation 
de maniéré que « devienne lorfque r = o , on aura « ss 
— gfy ôc cette valeur étant fubftituée dans l’équation 
d s = u d t ,on trouvera ds=f^ dt — gt dt dont l’intégrale 
eftr = A'r — Ces deux équations font évidentes pat 

elles-mêmes; car le corps conferveroit toujours la vîtefle 
s’il n’étoit pas retardé dans fon mouvement par la pefanteur.» 
Donc puifque la pefanteur imprime au bout du temps t la 
vîteflTe en fens contraire , il faut néceflâi rement que celle 
du mobile devienne F" — gt. Il faut aufli que l’efpace par- 

Ffij 
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couru à la fin du mouvement foit tel que la fécondé intégrale 
s = Vt — igf* le donne ; car fi la pefanteur n’agiflbit pas 
fur le mobile , il parcourroit dans le temps t l’efpace A'r ; 
donc puifque l’aQion de la pefanteur retarde fon mouve- 
ment , & le fait defcendre de la quantité fg fc* , l’efpace 
qu’il pourra parcourir doit fe réduire à t — 

2 ^ 1 . La première équation « = A' — gr prouve que le 
mobile continuera de monter, jufqu’à ce que , c’eft- 

à-dire , jufqu’à ce que la gravité lui ait imprimé en fens 
contraire une vîtelTe égale à celle de projedion. Alors il fe 
trouvera élevé à la hauteur due à la vîtelTe A' : mais à peine 
l’aura-t il atteinte, que toute la force proje£ïile étant épuifée, 
celle de la pefanteur reprendra le defiiis. Le corps deLendra 
donc comme du repos, fuivant les loix que nous connoilTons, 
& il employera à defcendre , le même temps qu’il avoit mis 
à monter. 

29 a. Par-là , on peut aifément connoître à quelle élé- 
vation eft parvenu un corps jetté verticalement en l’air, 
toutes les fois que l’on connoit le temps écoulé depuis l’ori- 
gine de fon mouvement jufqu’^ l’inftant de fa chute. Suppo- 
fons , par exemple , qu’une bombe fortant du mortier fuivant 
une direêlion verticale, retombe au bout de 18 fécondés. 
Elle a dû s’élever pendant p", à une hauteur exprimée par 
. ly, op8 pieds multipliés par 81 , puifque les efpaces parcou- 
rus font comme les quarés de temps; ainfi fa plus grande élé- 
vation doit être de 122; pieds. 

293* La formule uu — 2gh fait voir que fi deux corps 
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font fournis à l’aftion de deux gravités différentes , ils ne 
peuvent acquérir la même vxtefTe , qu’en tombant de deux 
hauteurs réciproquement proportionnelles aux forces de ces 
gravités. On pourroit donc éprouver par ce moyen fi la force 
de la pefanteur eft la même dans les différents lieux de la 
terre : mais nous verrons dans la fuite que les ofcillations des 
pendules font beaucoup plus propres à vérifier of qui en eff. 

2 P 4* gravité , au refie , agit généralement fur tous les 
corps f de maniéré qu’ils pefent tous les uns vers les autres 
& vers un centre déterminé. Son a£Uon ne fe borne pas 
aux corps fublunaires , elle paroît s’étendre fur l’univers en- 
tier. Telle eft du moins la bafe du fyflême de Newton. Il 
fit fentir d’abord la nécellité de reconnoître dans le Soleil êc 
dans toutes les Planètes , cette force univerfelle , nommée 
ylttraSiion ou Gravltatitn , par laquelle toutes les parties qui 
les compofent , & tous les corps qui les entourent , gravitent 
vers leurs centres refpeâifs. Calculant enfuite les effets de 
cette gravitation , par rapport aux corps pofés fur les fur- 
faces du Soleil , de Jupiter, de Saturne & de la Terre , il 
prouva qu’ils étoient entr’eux dans le rapport de ces quatre 
nombres, 10000,^45, y2p,45y. Appliquant donc à ces 
léfultats la formule ««=2^A, on voit que les hauteurs 
dont un corps quelconque devroit tomber près de la furface 
de ces affres , afin d’acquérir une même vîteffe , feroienc 

refpeaivementcomme—srs,77T»7T?»4fr- 

^.En général , on pourroit déterminer le mouvement 
des corps graves près du foleil & de ces deux Planètes , en 
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fubftituant au lieu de g dans les équations u=gt = 
la quantité . ?o, i5>5 pour le Soleil , la quantité 

fff.30,196 pour Jupiter, 30, ip5 pour Saturne. 

Ainfi la force accélératrice près de la furface du Soleil fe- 
roit jf; elle feroit 5j 7 près de la furface de Jupiter , & 
35f près de Saturne, pendant qu auprès de la Terre , cette 
même força# eft 30}. Delà on pourroit inférer avec raifon 
que les efpaces parcourus par un corps quelconque aban- 
donné à fa feule gravité , feroient pour la première fécondé 
de fa chute, 3-j.8pieds fur la furface du Soleil, 3 2 pieds j 
fur celle de Jupiter, 18 pieds | fur celle de Saturne , & 
IJ pieds fur la Terre. 

Des Forces centrales. 

2 ç 6 . On appelle Forces Centrales ou Centripètes ^ celles 
qui follicitent continuellement un mobile vers un point dé- 
terminé. Soit un corps en Â qui pouflé par une force quel- 
conque dirigée vers C defcende du repos, on demande quelles 
doivent être les principales circonftances de fon mouvement f 

Appelions x l’efpace yi A/ parcouru dans un temps r , « la 
vîtefle au point A/ , & « la diftance A C. Cela pofé , fi la 
force centrale agit en raifon compofée des diftances , de ma- 
niéré que l’expofant de cette raifon foit » , ôc fi on appelle / 
une diftance du point C , qui foit telle que l’aêlion de cette 
force s’y trouve égaie à celle de la gravité^, on aura .la 
valeur qui convient à la force accélératrice en Af , par la 
proportion fuivante , 
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P - g • ' (a—*)’ 

D’où on conclura ( 285 ) udu 


g(a — x )« 

r • 

fdx{a — >)' 

/■ 


; & appel- 


lanc h la hauteur due à la vîtelTe «, ce qui donne uu— 2ghy 
fa U du=gdhf OTiTMtzdh — . L’intégrale de 

cette demiere équation eft A = — r-^ • or le mobile 

ayant commencé au point de fs mouvoir , on doit 
avoir en même temps A = o , 6c * == o , ce qui donne la va- 
leur de la confiante C= a'' Donc A = - — 

Mais quand on connoît une fois la hauteur h due à la 
vîtefle U , cette vîteffe fe détermine aufli-tôt par l’équation 
u = y 2 gh. 

Le feul cas qui échappe à la formule précédente , eft ce- 
lui ou »= — I. Alors la force centrale agit en raifon in^ 
verfe de la dilîance, 6c pour déterminer la valeur de'Â,*il 
faut intégrer pat logarithmes. L’intégration donne h = 
fl — . 

J • g 

297. Si l’expofant w-t- 1 eft pofitif, on trouvera que 
la hauteur due à la vîtefle qu’aura le mobile , en arrivant, au 


centre C, eft 


- , parce qu’alors x = a': mais fi « - 4 - i 


)/* 

eft un nombre négatif —m( auquel cas la valeur générale 
de h eft - — — . — 7— ^ ) cette valeur devient infinie en 

ma* (a — x)" ' ^ 

fuppofant x—a. Ainfi la vîtefle du corps arrivant au cen- 
tre , feroit alors infinie , 'ce qui eft alfé à concevoir , 
puifque la force centrale agit avec d’autant plus d’efficacitq 
que le mobile eft plus p^ès du centre, ' ^ ' 

Dans ce même cas cependant, ü»le corps tomboit d’une 
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hauteur infinie , ou fi le point /I étoit infiniment éloigné du 
centre C, il n’auroit en arrivant au point Af qu’une vîtefle 
finie ; car en pofant 4 & * infinies dans la valeur générale 
de A, on en déduit A = Si par exemple 

la force centrale agit en raifon inverfe du quarré de la dif- 
tance , on aura A = ; donc la vîtefle d’un corps qui def- 

cendroit d'une hauteur infinie , feroit réciproquement 
comme la racine quarrée de l’efpace qui lui refleroit à par- 
courir pour arriver au centre. 

298» Si n = i , ou fi la force centripète eft propor- 
tionnelle aux diflances du centre, on aura A = - "* ; & 

d X d X 

puifque dt =— = — , il faudra pour connoître t , 
intégrer l’expreflîon Or l’intégrale eft 

J . cof ; donc appellant c la demi-circonférence, 
on aura pour le temps de la defccnte jufqu’au centre C la 
quantité confiante 

299. Sin = — 2, ou fi la force centripète agit en 
raifon inverfe du quarré de ladiftance, comme les obfer- 
vations les plus confiantes femblent l’établir , on aura 

b = S- . 

4 4 —»’ fv'lg r \ X / 


fv'*g • 

» »— 44» ^ adx — xd x _ décompofer en ^ * ** ~ 

(ax-~xx) v'(4* — 4*) ‘ ‘ y(ax—xx) 


xd x^^xdx 

V 


& 


iadx 


v' ( 4 * 4 — T > ~* première partie eft la différentielle de 


^ (a X — xx) ; la fécondé eft celle d’un arc de cercle dont 
le finus verfe eft .v , le diamètre du cercle étant a. On a 
àonc r = ■^(y'(ax^xx) 

intégrale 
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intégrale à laquelle il ne faut pas ajouter de confiante , 
parce qu’elle s’évanouit , lorfque a: = o. Suppofant donc 
x — a, on connoltra le temps que le corps doit employer à 
parvenir au centre , par la formule ’» ^ cette quantité 

étant proportionnelle à ai/'a, il s’enfuit généralement que 
Us temps pendant lefquels deux corps defcendent du repos vers 
le centre des forces , font comme les racines quarrées des cubes 
d(S hauteurs parcourues, 

300. Si la force centrale eût été fuçpofée confiante , & 
toujours la même qu’au point A où fa valeur efi , alors 
le mobile auroit parcouru l’efpace a , d’un mouvement uni- 
formément accéléré , & on auroit déterminé le temps par la 
formule a = qui donne t= D’où il fuie 

'que le temps employé à parcourir l’efpace a d’un mouve- 
ment uniformément accéléré , lorfque la force centrale eft 
toujours la même qu’au commencement du mouvement , eft 
au temps employé à parcourir le même efpace , lorfque la 
force centrale augmente en raifon inverfe du quarré de la dif- 
tance : : 2 : f r : 14 : r, ou comme le rayon efi à la huitième 
partie de la circonférence, ou à-peu-près gomme 14 eft 
à 1 1. 


. Ce que nous venons de dire des mouvements reclilignes , 
fuffit pour les déterminer quelle que foit la force accéléra- 
trice. Il n’y a qu’à fubfiitiier la valeur de p dans l’équation 
udu=pds f oü gdh^pd s, après quoi il ne s’agit plus 
que d’intégrer. Examinons donc maintenant les mouvements 
curvilignes. 

Gg 
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Problème. 


301. Un corps dtant follicitd par des forces accdldra- 
trices quelconques , & ayant requ au commencement de foa 
mouvement une certaine vîtefle de proje£Hon fuivant une 
direclion quelconque , de maniéré qu’il foit obligé de fe 
mouvoir dans une orbite ou trajeâoire curviligne, on de- 
mande comment on peut déterminer la nature de cette or- 
bite , le degré de vîtefle que doit avoir le corps en un point 
quelconque , & le temps qu’il employeroit à parvenir à un 
point donné. 

■ Soit Mm fi h courbe que décrira le mobile , foit P 
l’axe de cette courbe , w A' la normale , m T la tangente au 
point m. Appelions à l’ordinaire AP = Xy P M = y , 
Mm = d s , la vîtefle au point M== u, la hauteur due à 
cette vîteflTe = h = — , le temps employé à parcourir l’arc 

iVf = r , & le rayon ofculateur R = — ~ — . 

. 

Cela pofé , réduifons toutes les forces qui foUicItent le 
mobile à deux«utres forces l’une fuivant la normale mJV, 
l’autre T fuivant la tangente mT : Ci. puifque nous avons 
déjà ( 280 ) les équations ds = udt . . . du = Td t .. . 
N.R = uu=2gh, nous pourrons conclure d’abord de 
la derniere que la force normale eft à celle de la gravité , 
comme la hauteur due à la vîtefle du mobile eft à la moitié 
du rayon ofculateur. Nous conclurons enfuite des deux 
équations ds = udt . ..du = Tdt , que l’on audu = Tdsj 
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dont l’intégrale eft « « =f 2 /T d s. Donc puifque uu=JV.Rf 
on aura N . R 2 fT d s. 

Or cette derniere équation ne renfermant ni » ni r , puifque 
les forces N Sx. T font des fondions de x ôc dej/, il faudra 
faire trois intégrations pour avoir l’équation finie de la 
trajedoire demandée. Celle-ci une fois connue , on déter- 
minera la vîtelTe & le temps par les formules «« *= 2fTds.„ 
t = Et telle eft , en général , la voie que l’on peut fui- 
vre pour parvenir à la folution de ce problème. Mais cette 
voie J quoique très-naturelle , n’eft pourtant pas la plus fim- 
ple dans bien des cas ; en voici une autre qui nous paroît 
mériter la préférence. 

30a. Tout corps qui fe meut fur une ligne courbe , peut 
être confidéré , comme ayant deux mouvements , l’un paral- 
lèle à rabfcilTe x , l’autre parallèle à l’ordonnée^. Car fi en 
vertu du premier mouvement il peut parcourir l’efpace Mr 
ou d X , dans l’inftant d r , Sx fi en vertu du fécond il peut 
parcourir dans le même inftant l’efpace rm oudy, on voit 
bien qu’il doit parcourir réellement la petite diagonale M m 
ou ds. Sa vîtefle fuivant l’axe P fera donc exprimée pat 
; nous la défignerons par vîtelTe horizontale , & fa 
vîteffe fuivant P Af, que nous appellerons la vîtefle verti- 
cale , fera repréfentée pzt Sa vîtefle effective fera-^. 

Or quelles que puiflenc être les forces qui le follicitent , 
on peut toujours les réduire à deux , l’une X dans la direc- 
tion de MRf parallèle à l’autre K dans la direction de 
MQ_j parallèle à y. La première accéléré le mouvement 

Ggij 
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horizontal , la fécondé accéléré le mouvement vertical ; 
& puifque l’accroiflement de la vîtefle eft toujours égal 
(27p) au produit de la force accélératrice par l’élément du 

temps , on aura les deux équations d = Xdt 

à = Tii r , qui jointes à l’équation ordinaire = 
ferviront à déterminer le mouvement du corps. 

303. Au refte , ces équations ne different point , quant 
au fonds , de celles qui précèdent. On peut s’en afsûrer en 
multipliant la première par-^; & la fécondé pat car fi 

on ajoute les produits , on dÇ~'^ -+- ^ ~ 

X d X -{-Y d y, ot -h ~ = y - = »« ; donc 4 " 

’ àt'- d/» d»> ’ it \àt J 


■*-^i{T^=-i-‘ = Xàx^Ydy. 

Maintenant , fi on effedue les différentiations indiquées 
dans les deux équations ci-deffus , on aura dtddx — dxddt 
= Xdt*...dtddy — dyddt = Ydt^, d’où éliminant ddt, 
i\ \iendï 3 i d x*d = dt* (Y d X — Xdy)', & puifque le 


rayon ofculateur R : 


ds > 


on trouvera en fubf- 


ds^ 


-dx-d(^y 

mum,-^ = dr{XJy — Ydic), 

Cette derniere équation & celle que nous venons de trou- 
ver , udu = X d x-i-Y dy font donc équivalentes aux deux 
équations = A Ydt, 

Or en décompofant 1°, la force X fuivant M R , en deux 
autres forces , l’une tangentielle fuivant M m ^ 6 c exprimée 
par— A, l’autre normale dans la diredion de M N , ayant 
pour valeur •^A. 2% En faifant fubir la même décompofi^ 


I 
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tion à la force K fuivant MQ^-tn deux forces dont l’une 
Tangentielle , fera repréfentée par y, & l’autre Normale , 
par — trouvera que la force tangentielle totale 

r =3 ôc que "autre force totale Jv , 

a/ ' * m 

Ces deux équations udu = Tds...uu = N,R, équiva- 
lent donc à celles que le calcul vient de nous donner: aind la 
conformité de ce double réfultat ell une preuve de la bonté 
des deux méthodes. 


Application au mouvement des Proje^iles, 


304. Pour rendre cette théorie plus claire, appliquons- 
là à un cas particulier; ôcfuppofons, par exemple , que la 
gravité feule trouble le mouvement d’un corps projetté 
fuivant A avec une vîteffe donnée fous un angle 
VA ? = a. 


Fie; 

>} 7 * 


Dans cette hypothefe on a Y~ — g . . . . A = o , ce qui 
donne les deux équations fuivantes , d = 0 . ,.d 

= —g d t, dont les intégrales font 77 = — g ^ 

La première fait voir que la vîteffe horizontale eft conffante, 
comme cela doit être , puifque ce mouvement n’eft point al- 
téré. Or y cof a exprime la vîteffe horizontale initiale , ôc 
fin a exprime la vîteffe verticale initiale , on a donc C == 
cof a, ôc C = y finaud qui change les intégrales en cel- 
les-ci dx ~ydt cof a. d y = y fin a dt — gtdt. Inté- 
grant de nouveau , il vient x = y t cof a . . .y =. ytfin a — > 
^ ; ôc en éliminant r,on a j = x tang a — jg. p ^*" .Donc 


Digitized by Google 



2 j8 traité' 

fi la hauteur due à la vîtefle de proje£Uon cft défignée pat 
la confiante h, on trouvera^ = x tar.g a , pour ex- 

primer le rapport des coordonnées dans la trajeéloirc du 
mobile. Et comme l’une de ces coordonnées , ^ , n’a qu’une 
dimenfion , on doit en conclure que la traje£loire eft une 
parabole. 

305* Il luit de-là que tout projedile lancé dans le vuide, 
fuivant une diretlion oblique à l’horizon, décriroit exaûe- 
ment une courbe parabolique. Mais dans l’état a£luel des 
chofes, où la réfifiance de l’air a tant d'influence fur le mou- 
vement des corps, la trajectoire des projeétiles, celle d’une 
bombe par exemple, différé fenfiblement d’une parabole. 
On verra même dans la fuite combien la recherche en eft 
compliquée. 

306^. Le procédé qui nous a conduits à l’équation = 
X tang a — , n’efi pas le feul qui mene au même ré- 

fultat. On peut démontrer de plufieurs autres maniérés , que 
la trace du projettile dans le vuide eft une parabole. On peut 
regarder , par exemple , la vîteffe initiale du mobile fuivant 
A y i comme étant compofée d’une vîteffe y fin a fuivant la 
verticale A K y Sx. d’une vîteffe y ccf a fuivant l’horizontale 
A P, Cela pofé , fi le corps n’avoit que la première vîteffe , 
il parvicndroit , dans un temps r , à la hauteur A Q =* 
y t fin a — ’ niais pendant ce même temps, la 

fécondé vîteffe doit le faire avancer horizontalement de la 
quantité =*^y t cof a. Donc il doit réellement parvenic 
au point Mf dans le temps r, & on a comme ci-deffus 
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y = yt fma — . . x =e y t cof a. 

La formule qui fert à déterminer le temps eft r = — - — 

* y coja 

& la vîtelTe du proje£lile eft due à une hauteur exprimée 
par^ — y : car ( 303 ) u du—X d x dy \ donc fi A== o 
6 f L= — ^ , on aura udu — — gày j 6 c ou la hauteur 
due à la vîteffe du corps = h — y. 

Pour connoître les points où la courbe rencontre l’hori- 
zontale il faut fuppofer y = o dans l’équation y =: 

X tang a — - . On trouvera pour x les deux valeurs 

fuivantes , x=*o. . . . x = cof'a tang a= cof afma= 

ah fin 2a. La première convient au point la fécondé au 
point C. 

307. Celle-ci donne pour V/lmpUtude du Jet , la dif- 
tance AC = 2hftn 2a. L’amplitude du jet eft donc la plus 
grande qu’il foit poftible d’obtenir fous un degré d’inclinaifon 
quelconque , lorfque fin 2a = \ , C’eft donc en inclinant le 
mortier, de 4J® que toutes chofes d’ailleurs égales on lan- 
ceroit une bombe à la plus grande diftance poflible. Alors 
l’amplitude de fa trajeûoire feroit double de la hauteur due 
à la vîtelTe de projeéUon. 

308. On doit remarquer ici qu’à une même abfcilTe 
A P, U ne répond qu’une feule ordonnée PA/, parce que 

dans l’équation y = x tang a ^ ’ Tordonnée y- n’a 

qu’une feule valeur : mais pour une même ordonnée A Q 
ou P A/x= P' AP, on a toujours deux abfcilTes QAI, Q M\ 
o\xA P , A P'. Car l’équation * .v — ihx fin 2a — ^hy cof'a 
donne évidemment deux valeurs pour x. 
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Or par la nature des équations du fécond degré , la 
fomme des racines AP AP* cft égale au coëfRcient 
2 h fin 2a qui exprime la valeur de AC : on a donc A P 
A P' = A C , ou A P s= C P* ", ce qui prouve que les deux 
portions AM, CM' de la trajedoire font égales & fem- 
blables. Donc l’ordonnée DP qui paHe par le milieu D de 
l’amplitude AC , divife la trajeûoire en deux parties égales 
ôc femblables B MA , B M'C : donc B D eÛ l’axe de'' la 
parabole, B en eft le fommet, B D repréfente la plus 
grande élévation du projeûile. Pour déterminer ce Maxi- 
mum , il n’y a qu’à fuppofer x =e h ftn 2a : on trouve aulli-tôt 
B D —y = h fm'a. Le paramétré de la parabole décrite eft 
donc ou y h cof*a. 

309. Dans la pratique du jet des bombes , on détermine 
ordinairement la force de la poudre , en tirant fous l’angle 
de 4j“; parce que fi après avoir mefuré l’amplitude du jet , 
on en prend la moitié , on connoit par là-même la hauteur 
due à la vîtefle de projeéHon. Or connoiflant une fois la 
force de la poudre , on peut faire tomber avec la même 
charge une bombe fur un point donné D de l’horizon, moins 
éloigné de la batterie que le point C, lequel eft cenfé ter-, 
miner l’amplitude A C fous l’angle de 4 

Pour cela , il fuffit de connoître l’angle de proje£Hon 
D A a. Soit donc A D = h\ on aura 2hfm 2 a =b , 
& par conféquent ftn 2a = Suppofons , par exemple,’ 
que l’amplitude fous l’angle de 4J® ait été trouvée de joo 
toifes , 6 c que la diftance A D ne foit que de 388'^, 7 î 

OQ 
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On aura Jîn 2a = 0,7774. Ce finus répond dans les Tables 
à J 1® 2' à-peu-près. L'angle de projedion doit donc être 
de 2j° J 1'. 

3 I O. Il eft vrai qu’au lieu de y 1“ 2', on peut prendre le 
fupplément 128° 58' dont la moitié donne 54° 29' pour un 
fécond angle de projedion complément du premier. Il y a 
donc toujours deux inclinaifons à donner au mortier pour 
faire tomber la bombe fur un point déterminé. On préféré 
la plus grande , quand il s’agit d’écrafer quelque voûte : la 
plus petite eft en ufage dans les cas où l’on veut que la bombe, 
après être tombée , puifle fe relever , fe mouvoir encore , 

& caufer , en éclatant , beaucoup de dégât aux environs. 

La raifon de cette préférence eft toute fimple. Car H la 
bombe frappe prefque perpendiculairement , elle emploie la 
plus grande partie de fa force à comprimer l’endroit fur le- 
quel elle tombe : il faut donc incliner le mortier le moins 
qu’il eft poftible , quand on veut écrafer des édlBces. Mais 
fl vous voulez qu’après leur chute les bombes fe relevent & 
s’awncent pour ravager ce qui fe trouvera fur leur paflTage , 
lancez-les fous une obliquité convenable , afin que leur 
force fe décompofant au moment de leur chute , la partie 
dirigée verticalement fe confirme , pendant que celle qui leur 
reftera dans le fens horizontal les animera encore , & tendra 
à les faire éclater plus loin. 

3 I I . Si le point M que l’on veut bombarder , n’cft pas Fi<». 
fur la ligne horizontale P ,Ü faudra mefurer d’abord , fui- 

yant les méthodes de la Trigonométrie , la diftance ^ M 

Hh 
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que nous appellerons nj, & l’angle MA? que le rayon 
vifuel A M fait avec la ligne de niveau A P. Soit <>' la va- 
leur de cet angle ; foit enfuite mefurée la force de la pou« 
dre , en tirant avec la charge ordinaire fous l’angle de 4;% 
de maniéré que l’amplitude foit plus grande que A B. 

Cela pofé , puifque A P = m cofi,Si. que P M = m fin fy 
on pourra fubllituer ces deux valeurs au lieu de x & dej> 
dans l’équation xfina cof a — y cof'a , & on trouvera 

mm col' f 


m fin a cof a cof î — m cof' a fin <T, ou =* 

- J') => -^fin {2a — <T) — -rfift^- Donc fin{2a — <T) 

m 

ih 

312. Or pour conftruire cette équation, on cherchera 
dans les Tables un angle f dont la tangente foit égale à 
— ^ — , & on aura fin {2a — J') =yj» / -f- coff tang p =3 


4 A 

cof a fin {a 
= /« <T -+- 


- * ■ • Connoiflant l’angle 2a — J* & fon fupplément , 

on ajoutera <T à l’un 6t à l’autre , ôc on prendra la moitié de 
chaque fomme, ce qui donnera les deux degrés d’inclinaifon 
également propres à faire tomber la bombe fur le lieu 
propofé. * 


E X E M P L E. 

L’angle MAP a été trouvé de 6° 12', ladiftance AM 
a été déterminée de y 54 toifes, & l’amplitude du jet , ou la 
quantité 2 A fous l’angle de 4 y® s’eft trouvée de 740 toifes , 
enforte que pour acquérir la vîtcflTe de projedion un corps 
auroit dû tomber de 370 toifes de haut. On demande fous 
quels degrés d’obliquité du mortier, toutes chofes d’ailleurs 
égales , la bombe tomberoit fur le point M, 
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Calculons d’abord l’angle p par la formule, tangp-=’^^ ^ 
fuivant la méthode qui vient d’être expliquée : voici le dé- 
tail du calcul. 

L m =s 2,7pi279i 
L cofr = 5>.ÿs>74?^3 
Sgmrre = 12,7487314 
L . 2k = 2,86^2317 
Hejle = 9fi7i>4S>97 

Ce dernier Logarithme étant celui de rang p , nous trou- 
verons par les Tables que l’angle p= 37° p'; d’où il fuit 
que <T-t-f = 43®2i'. Calculons maintenant l’angle 2 « — i* 
par la formule fin (2a — /')= aurons 

Lfin{f-\-p) = 9,8366109 
Lcofp == 9.S>0'4^9f 
Refit = p,93yi2i4 


pour le logarithme de fin (2 a — (T), Or ce logarithme t - 
pond dans les Tables à 39^28'; fon fupplément eft 120* 
32'. Ainfi en ajoutant 6® 12', de part & d’autre , nous au- 
rons 6y° 40' & 126® 44' dont les moitiés font 32® yo' & 
63® 22'. En inclinant donc le mortier fous l’un de ces deux 
angles , la bombe tombera au point M. 

Comme il importe beaucoup dans le jet des bombes de 
régler leurs fufées , de maniéré qu’elles ne les faffent point 
éclater ni trop tôt ni trop tard, on doit s’attacher à connoî- 
tre le temps que les bombes emploient pour parvenir au 
but; & pour le mefurer, on peut fe fervir de la formule 

Prenant donc pour a une des deux 

cofty igh r tru- 

Hhij 


^ - m cof t 

y nf a 
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valeurs déjà calculées, on déterminera t , comme il fuit 

L cof a = ^,512440^2 
\ L 2 .h = 1,434(5158 
^Lg = o,73 8p747 
Somme = i2,ioiÿÿ^’] 

Ce dernier logarithme répond à la valeur du dénominateui 
cof a 2g h. Celui du numérateur eft 

L m cof S = 12,74873 14 
Lcofa y^2gh =i2,ioippj7 
RtJIe =. 0 , 64(57317 

Donc f =4,433 = 4^; mais il faut remarquer que rw & /» 
ayant été comptés en toifes , ôc ^ en pieds , il faut , pour 
avoir la véritable valeur de r, multiplier par 6 celle que 
nous venons de trouver. Ajoutons donc 6 , ou 0,385)0756 
à 0,6467317, & nous aurons lt= 1,0358073 qui répond 
à 10,86. Ainfi la bombe emploiera 10", 86 pour parvenir 
au point M en décrivant la plus petite parabole. 

Si on ajoute au logarithme 1,0358073 celui de cof 3 2® 50' 
qui eft p,p244op2, la fomme fera 10,5602165; & H on 
retranche de cette fomme le logarithme de cof 63° 22', qui 
eft 5,6515486 , il reftera 1,3086671 .pour le logarithme 
du temps que la bombe emploieroit à décrire la plus grande 
parabole. Ce temps , dans la fuppofition préfente , feioic 
donc de 20", 355 ou de 20"— '• 

Remarque. 

"k f 3 I 3 • de Maupertuis a réfolu fi brièvement & d*une 
maniéré fi fatisfaifante les problèmes relatifs au jet des 
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bombes , que Ton peut citer comme un modèle de précifion, 
fon Mémoire intitulé Balifiique yîrithmétique. Ceux qui ne 
fe trouvent pas à portée de confulter l’Hiftoire de l’Aca- 
démie Royale des Sciences , pourront à-peu-près juger par 
ce qui fuit , de la rapidité de fes folutions. 

Soit C /I = h= la hauteur due à la vîteffe de projeélion 
fuivanty^G; foity^^ =s— l’efpace que la bombe par- 
courroit d’un mouvement uniforme , fi la pefanteur ne l’a- 
bailToit pas de la quantité Q M = z. On aura (28ÔC288) 
s izwy h\V z \ donc r ’ s= 4 A z , donc 1°, le trajeûoire 
fera une parabole. 

Soit A P = X y P M = y f tang Q^AP ■=^t ^ on aura 
P^ = txy QM = PQ^ PM = tx^y,&:AQ'=AP\ 
H- P Q* ; donc P = x* P x* = z = ^ h t x — ^hy ; 
donc x’ ( I -ht*) = 4/;(r a: — y) \ équation aux coor- 
données , dans laquelle on fait entrer à defiein l’angle d’in- 
clinaifon QA P y afin de pouvoir déterminer la direâion 
du mortier. 

314* S’il faut , par exemple , jetter une bombe fur le 
point E avec une charge de poudre donnée , on mefurera 
d’abord la difiance AD — b y & la hauteur E D — c-, puis 
on remarquera que x devenant A*, y devient c. Subftituanc 
donc, on trouvera, toute rédu£lion faite , que t = ± 

~\A (4 A* — hc — AA). Donc 2°, la bombe doit atteindre 
le but fous deux inclinaifons différentes du mortier. 

Mais pour que les valeurs de t foient réelles, il faut que 
4A* foit plus grand que Af-h AA, ou du moins qu’il y aie 
égalité. 


Fio, 


Digitized by Google 


2^(S TRAITÉ 

Si le point E fe trouve fur l’horizontale , tr=s~ j- 
ÿ A* — A b ; s’il eft au-deflbus , f = 

^hc — b b). 

S’il falloir déterminer la charge convenable pour frap- 
per le point E , fous une direclion donnée , on calculeroit 
la force du jet, repréfentée par i= A * 7 ( 77 ZT)* For" 
mule qui fait voir que fous une même direftion , l’ampli- 
tude du jet eft proportionnelle à A ; puifqu’en fuppofant 
alors f=o, om /! B = b ■=» A. 

315* Le Maximum de l’amplitude fe trouve, en diffé- 
rentiant à l’ordinaire l’équation *= A ou 4 - = 

car fl on égale à zéro la différentielle de , on aura 
r= I es=ran^4j®. Donc 3®, la plus grande amplitude que 
puifte avoir la parabole, fous une charge donnée, répond à 
l’angle de 4J®. 

3 I 5 . 4% On connoîtra le Minimum de la charge , en 
différentiant d’abord l’équation A = ^ , ou 4 r 

cequi donnera f= y ± jK^(A*-+-c’) , & en fubf- 
tituant' enfuite la valeur pofitive de r dans la formule , ce 
qui donne pour la moindre charge poffible A s= f r -H 

317* Reprenons maintenant les équations générales 
d =3 Xdt . .. d = Ydtf 6 c fuppofons que le 
corps foit follicité pat la feule force verticale Y ; on aura 
toujours d (77) = 0, ou dx=sCdty ce qui fait voir que 
la vîteffe horizontale eft conftante. 

L'autre équation donne Ydy =p ^ ^ dont l’intégrale 
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2/Ydy, ôcpuifque dt eft proportionnel \ dx , 
on a ^ = mJYdy ,oudx= ^ équation fé- 

parée^ fi y eft une fonâion de y. 

Applications. 

3 I 8 • Soit un corps quelconque lancé fuivant B avec 
une vîteffe quelconque , & attiré vers la droite A ? ^ tn. 
raifon inverfe du quarré de fa diftance à cette ligne , on de- 
mande l’équation de fa trajeûoire ? 

La condition énoncée donne Y=='^^ .. . .fYdy = 

^Jf(y — j). Donc l’équation différentielle de la trajec- 

à y 3 t ^ y à y 

toire eft dx—~ 7 /l 7 n > ou dxy j = 


y'S‘’f-yy) 


’Vij-i)’ 

l'imégralc tft « I/f = 

c— V{hy — yy)-^\b.Arccof 

Si la droite A P attire le mobile en raifon inverfe du 
cube de la diftance, on aura Y— . . . /Y dy = 


d’où on tirera dx 


ày 


ou 


— =- y(l“ly> Y L intégrale de cette équation eft 

— C— K(^*— ^’) ; donc la trajeaoire doit être en géné- 
ral une feftion conique qui a pour premier axe la ligne 
A P. 


319. Réciproquement, étant donnée la trajeftoirc BM, 
on peut déterminer quelle force Y perpendiculaire fur A P 
il faudroit pour que le corps décrivît librement cette tra- 

îquation = m/Ydy, ou 
77^ = y & par confé* 


jeftoire 
“77- =/Ydy, om- 


ar en différentiant l’<i 

J (■ 


dx 


Fn»; 

' 4 <. 
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quenc Y= — ^ ~~dT* fuppofant confiante. 

320. Si on veut favoir , par exemple, quelle doit être 
la force Y perpendiculaire fur y:/ P, pour que le projedile 
décrive une fecUon conique B M dont Taxe principal foit 
F , on prendra l’équation générale des lignes du fécond 
ordre , qui eft y y = a^p cj x x ^ ôronla différentiera 
une première fois. Sa différentielle fera ydy — \p d x •+■ 
qx dx , laquelle étant difîérentiée-une fécondé fois en fup- 
pofant d X confiante , donnera y d dy -+■ dy* = q dx*. 
Multipliant ce réfultat par )»*, on aura^’<i<ij — qy^d x* — 
y*dy* —qdx* {a -+- px H- qx x) — d x^ p qx)* = 
{aq — ^pp)dx*. Donc La force verti- 

cale doit donc être , dans ce cas , réciproquement propor- 
tionnelle au cube de l’ordonnée , comme nous l’avons déjà 
trouvé par la méthode direde. 

Remarquez cependant que Y s’évanouit , lorfque a q = 
^p P : mais alors a-+-px-+-^x*eftun quarré parfait ; ainfi 
la fedion conique devient la ligne même de projedion. Il 
ne faut pas en effet d’autre force que la force de projedion 
pour retenir le mobile dans une trajedoire rediligne. 

[ 3 ^ 1 * En général , fi le corps eft animé par les deux 
forces A" & T, les équations du mouvement étant d =» 

Xdt... d(J^'^=^Ydt y on en déduira-^ = 

zfYd y \ & par conféquent l’équation de la trajec- 

... dx dy T\ \ /• 


toire fera - = 


Donc fi A & T font des fonc- 


tXdx Vjydy' 

tions refpedives de x & àty ^ cette équation fera toute fé- 
parée , ôc on pourra l’intégrer , au moins par les quadratures. 

Par 
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Par exemple , fi on fuppofe que la force verticale Y eft 
celle de la gravité , & que la force horizontale X eft réci- 
proquement proportionnelle au cube de la diftance du corps 
à la verticale qui pafte par l’origine des abfciifes , on aura 
=c—I^,../Ydy=g[b—y)...fXdx = 
On en déduira donc pour l’équation de la 


Y=-g...X 

±_ 

% \jrx aa 


la trajeûoire Or l’intégral e 

de cette équation eftj^ {l> — y) — C IX (a*— JC*) ; 

elle appartient donc , en général , à une ligne du quatrième 
ordre , & cette ligne devient une parabole ordinaire , lorf- 


que C — O. 

322. Examinons maintenant le mouvement d’un corps 
qui étant lancé dans le vuide avec une force de projeâion 

quelconque , feroit attiré vers un point fixe par une force 

» 

centripète dont l’aélion varieroit à différentes diftances de ce 
point. 

Soit Mis. trajeâoire du mobile , foit C le centre des 
forces, l’abfciffe = l’ordonnée PM = y, la dif- 
tance X! C=a, le rayon veûeur C Al P la valeur ab- 

folue de la force centripète au point M, repréfentée par MO. 
On décompofera cette force en deux, l’une MT fuivant 
M, l’autre A/Sfuivant y^P. La première aura pour ex- 
preflion . MO y ou-^i l’expreftion de la fécondé fera 

MO K On aura donc la force X= *’^‘*~* J 

Ç flf Z g 

- P y ^ 

& la force , ce qui donnera les deux équations 

li 


Fi«i 

14». 
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Celapofé, multiplions la première par^,& la fécondé 
para — AT j nous aurons, en ajoutant les produits, ^ «1^-^ 
H- (a — a:) =3 o , dont l’intégrale eft^.-^ -4- 

(a — a: ) -^= C, ou^dAT-f- (a — x)dy = Cdt ; équation 
abfclument indépendante de la force centrale F , & qui ne 
fuppofe autre chofe , finon que la direâion de cette force 
eft toujours vers le même point fixe. Or l’intégrale àe, ydx 
- 4 -(a — x)dy eft 2 fydx~\- {a — x^yÿ elle eft donc dou- 
ble de l’aire du fefleur A C M, & par conféquent cette aire 
eft proportionnelle au temps, ou = ^Ct. Quelle que fait donc 
la force centrale , l'aire décrite par le rayon vcSleur pendant un 
certain temps t ejl proportionnelle à ce temps. 

Dans la théorie des forces centrales , il y a peu de propo- 
fitions auftl fécondes & auftl générales que celle-.là. Newton 
l’a prife pour bafe de fes calculs , dans tout ce qu’il a 
démontré fur cette matière. Phil. Princip. Mathem. Seâl, II, 
Prcp. /. 

3 a 3 • Si on appelle ? l’angle A C Af , on aura \fzzd^ 
pour l’expreflion de l’aire A MC\ ainfi zzdç=Cdr, équa- 
tion qui donne -^== eft la vîteftTe angulaire du 

mobile , ou ce qui revient au même , ^ exprime la vîteffe 
avec laquelle tourne le rayon veâeur : la xttejfe angulaire 
ejl donc réciproquement proportionnelle au quatre de la dijlance, 

3 a 4* Si on mene du centre C une perpendiculaire CN 
fur la tangente en A/ , la valeur de cette perpendiculaire 
fera * ~ I^onc la vîtejfe effeSlive du mobile 

dans un point quelconque de fort orbite efi réciproquement comme 
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la perpendiculaire menée du centre fur la tangente d ce point. 

3 2 J . En multipliant la première des deux équations 
générales ( 522 ) pat & la fécondé par , on aura 

T, Kn) -+* r/C-jr) - / — — • 

»+-( a — *)*> ce qui donne zdz=>ydy — {a~—x)dx. Donc 

U du = — P d Zf &en intégrant , «»=*— 2/Pdz. Mais 
puifque P eft une fondion dé z , cette derniere équation 
donnera la vîtelTe » en z ; le mobile aura donc à chaque 
point de fa traje£loire la vîteffe qu’auroit un autre corps 
a£luellement à la même dillance du centre vers lequel il 
■defcendroit en ligne droite , en fuppofant fimplement qu’il 
eût eu une fois la. même vîteffe que le premier mobile, à 
égales diftances du centre. C’eft la XL propofition des prin- 
cipes de Newton , Se£l. VIII. 

325. Pour conftruire maintenant la trajeâoire , repre- 
nons les deux équations zzd9 = Cdt..,uu = xfPdz^ 
& fubftituons dans la derniere , ou ^ au lieu 

'il' il' 

de «*. Nous aurons Z* -+-z* de>* = — id P JP d z, qui en 
fubftituant k dp j deviendra (dz* z* dp )0 = — 
a zUpfPd z. Donc d^ =. c»; > équation 
féparée , & que l’on pourra toujours conftruire , au moins 
par les quadratures. C’eft ainfi que Newton a réfolu ce pro- 
blème , Prop. XLI des Principes. 

A l’égard de l’ambiguité du figne ± , elle provient de ce 
que l’angle de proje£Uon Cyf peut être aigu ou obtus.' 
S’il eft aigu , z diminue à mefure que l’angle 9 augmente , 

U faut donc alors fe feivir du ligne r-. S’il eft obtus j 

liij 
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Z & 9 croifTent en même temps ; on doit donc dans ce cas 
employer le figne -f-. On voit bien que fi l’angle de projec- 
tion ëtoit droit , les deux fignes feroient indifférents. 

327. Au refte, dans quelque hyppthefe que ce foit de 
la force centrale , le cercle pourra toujours être une trajec- 
toire , pourvu cependant qu’il y ait deux conditions ob- 
fervées. La première , que la vîteffe de projeélion ait été 
imprimée dans une direâion perpendiculaire au rayon vec- 
teur : la fécondé , que le quarré de cette vîtefie foit égal 
au produit de la force centrale par le rayon du cercle , ou 
ce qui efi la même chofe , que la force centrale foit à 
celle de la gravité comme la hauteur ^dûe à la vîtefle de 
projedion cft à la moitié du rayon. 

Car fi la tiajedoire eft un cercle, on a dz = o, ce qui 
donne en général — 2z^fPdz — 0 = o;donc JPdz= — -i 

O* C * ^ ^ • 

& en différentiant oa z P dz = — d z ,ouP = —, Mais 
comme alors zd^ — ds =■ udt ^ l’équation zzd ÿ = 
donnera C= « z , & par conféquent P = , ou u* = Pz 

ou agh — Pz. Cela fuit aufli de ce que la force centri- 
pète eft , dans ce cas , égale à la force normale. Or celle-ci 
eft à la force de gravité , comme la hauteur due à la vîtefle 
du mobile eft à la moitié du rayon. 

Exemple L 

328* Suppofons que la force centrale agiffe en raifort 
direde de la diflance , & cherchons l’équation de la tra- 
jedoire. 

^ Appellant f la diftance où la force centrale fe trouve égale 
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à la force de la gravité , nous aurons en général P = Ai 
& fP dz= H- C'. Et fî nous fuppolbns que le mobile 
a été lancé du point ^^fuivant A' perpendiculaire à 
avec une vîteffe P', on aura dz—o au point , ôç par 
conféquent zdp = ds. Ainfi l’équation z*d9=Cdt fe 
change au point en celle-ci, zds=Cdr ; d’où on dre 

Or «» = — 2/Pi/2 = — aC' — puifque«=^, 

lorfque z = a, on aura aP = — P" , ce qui 

donne uu = y V -t- -A_ — = —-~2fPdz : fubUituant 

donc ces valeurs 6c celle àty*=igh dans l’équation générale 
{326) , on trouvera que dp —a^dx 

* V' {y^ x' -¥• y (a^ z' — X*) — a' y’) 

~ XV [{a‘-x xfh)] ' Intégrer cette différentielle, 
foit y {a 2*) =a pz jSx. foient fubUituées les valeurs de z 


& de dz; on aura d? =a 


pyzfh = ^ ( a‘_ a/A ) î il viendra d/= dont 

l’intégrale eft q = fin p y fans confiante parce que <7 ou 
~ XŸ{ü^—tjh) ® ^v3nouit lorfque ^ = 0 , ou lorfque z=a. 
Nous aurons donc> P ou z>*, {a*-2fh) 

^ a/^(a‘— 2‘); & faifant CP = Xy PM=ryy nous 
pourrons fubftituer au lieu de z’y?»*»» 6c a:*-+-y au lieu 
de z’ , ce qui donnera pour l’équadon de la trajeaoire 
y y { a/A ) = a/A («*—»•_ J,» ) ^ ou (â*_ *•). 
Or cette équation appardent à une ellipfe dont C eft le cen- 
tre, dont le demi-grand axe AC ^ ôc donc le demi- 
petit axe BC = y2fh. Nous fuppofons a>_2fh j s’U 


Soit enfuice 


Fto; 

MJ. 
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lîtoit plus petit , B C feroit le demi-grand axe. 

329. Donc û un corps, après avoir été lancé perpendi- 
culairement au rayon vecteur C avec une vîtefle due à la 

hauteur A, eft follicité vers le centre C par une force cen- 
tripète en raifon direâe de la diftance à ce point, de 
maniéré qu’à la diftance/, l’aèlion de cette force foit égale 
à celle de la gravité , il décrira une ellipfe dont le centre 
fera celui des forces , dont l’un des demi-axes fera 
& dont l’autre demi-axe BC = \^2 fh. 

Si la projection n’a pas été faite perpendiculaire- 
ment au rayon veCteur, mais fuivant une Wgnc M y qui 
falTe avec le rayon veCteur C M \m angle donné CMV, 
on pourra déterminer également les axes de la trajeCtoire ÔC 
leur pofition. Car foit k la hauteur due à la vîtefle du corps 
en M, ou à la vîtefle de projeClion ; on a en général yuu^ 
V A'-t- J (a a — zz) ; donc zfk^^zfh-^ a a — mm i 
& puifque 2/ h eft égal au quarré de B C , il eft clair que 
a/A eft égal au quarré du demi - diamètre CO conjugué 
au demi-diametre CM. On connoît donc CMz=my CO, 
= Vifky & l’angle C Af ^ ' que ces deux demi-diametrea 
font entr’eux ; il n’eft donc pas diiScile de décrire l’ellipfe 
qui fert de trajectoire au mobile dans le cas où l’angle de 
projection eft oblique. 

3 3 O* Quant au temps que le mobile employé à parcou>* 
lir un arc quelconque A M. fa trajeCtoire , il eft à l’aire 
AC M : : i : > & par conféquent fl on appelle c le nom- 
bre ÔC A le demi-axe, CB le temps d’une révolution 
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entîere ou le Temps périodique aura pour exprelTîon - f** =a 
Ce temps eft donc le même que celui qu’employeroit 
un corps à tourner uniformément avec la vîtelTe dans la 
circonférence dont C B eft rayon. 

Mais comme h a/A, ôc que y=^y 7.gh y le temps 
périodique peut être exprimé aufti par 2 cy -j , quantité 
qui ne dépend que de la force centrale , & qui fait voir que 
fi plufteurs corps animés par des impulfions primitives dé- 
crivent des ellipfes autour du même centre , leurs temps 
périodiques doivent être égaux. 

■ 3 3 ï • La hauteur k due à la vîtefle du projeclile en un 
point quelconque M de fon orbite eft exprimée ( 32 P) par 
y & par conféquent la vîtefle elle-même eft propor- 
tionnelle au demi- diamètre conjugué CO: appellant donc y 
la vîtefle en , & « la vîtefle en Af, on aura u = Le 
projeâile fe trouvera donc avoir le plus de vîtefle, lorfqu’ii 
fera aux extrémités du petit axe , fit il en aura le moins ^ 
lorfqu’il fera aux extrémités du grand. 

3 3 Les points de la plus grande & de la plus petite 
vîtefle du proje£Hle s’appellent en général les /Ibfides de fon 
orbite ; & quand il s’agit du mouvement des planètes autour 
du Soleil , on appelle en particulier , abflde fupérieure ou 
'/Jphélie y le point de leur plus petite vîtefle ; celui de leur 
plus grande vîtefle fe nomme abflde inférieure ou PérUu/ie, 
Exemple II. 

333 . Si la force centrale agit en raifon inverfe du 
quarré de la diftance, Ôc fi on fuppofe à l’ordinaire que/ Ibit 
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la diftance à laquelle il y ait égalité entre cette force & 
celle de la gravité , on demande quelle fera la tra)e£toire 
du mobile ? 


On aura alors P = ^ . . . fP dz — -4- C' . . . . 

»« = — zfPdz = — iC -4- ; donc fi on fait C 

== d , £c la vîteffe de projeûion en A = V y on aura 
— a C' -H , 6c — 2 C' = y y — ; ce qui donne u u 

= — 2 / P dz=s yy -H Appelions v la hau- 

teur due à la vîtefie », ôc ^ la hauteur due à la vitefie de 
proje£Hon P’, nous aurons v = A -4- 

Cela pofé , fi la vîteffe de projefîtion eft perpendiculaire 
au rayon vefleur C A y\z confiante de l’équation z'd<^ =s 
Cdtfeta = a y. Ainfi l’équation de la traje£loire fera 

I adx ad xV ah 


*»/[«* 4 - _ JL^ » ✓[(*-«) [ah-ff.x+a' 


A)1 


OU 2 = 


Soit = « , _ 

* ^ p-hf 

— dp xa^h — af' — af 

^ /‘+-P 


P 


.. Z ' 


^ 4* fl { 


'^(zah — 


xa'h dx 

, on aura — 

* Z 


...{ah — ff)z -4- a* h 


f+P) 


av'ah 


p-hp 


...yi (z — a) [ah — ff. Z -4- »*A ) ] 


y\_{2ah — ffy — P*]. Donc^i ip= 


-ip 


»^[(iaA— /r— P*] » 
xa'h — pt 


r 

or l’intégrale efi = cofp y ou = «/ f i 

fans confiante parce que l’on a en même temps ^ = o 6c 
z^a. L’équation finie de la trajeêloire eft donc alors 
a a* h — f'z «= {2 a h — ff)z cof p. 

Mais comme A P étant ar , on a z cof p = a — x y il eü 
clûr que l’équation entre les z 6c les ar de la courbe doit être 
f*z = 2 a'h -h{ff — »ah) («— ar) =s af* ;-4- { 2 oh — ff)x; 

Élevant 
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Elevânt donc au quarré , fubftituant au lieu de z* fa valeur 
y* -h {a-—x)*, & réduifanc on aura f*y*t=^a'hf*x H- 
^ahx'{ah — f')\ équation qui appartient , en général, à 
une fe£Hon conique dont le fommet eft en , & dont l’axe 
eft F. Elle appartient à rellipfe (i a A eft plus petit que /* j 
elle appartient à la parabole fi a h=p y & au cas que foie 
plus grand que /*, elle défigne une hyperbole. 

3 34* Dans la première fuppoHtion , le grand axe A a 
de l’ellipfe fe trouve en faifant y = o , ce qui donne x = 
A a le petit demi-axe D B = 

on le trouve en prenant x = \ A a, Ot A C — a Sx. C a 
T ** * ■ ; donc A C . Ca = / * ■ — DE* x d’où il fuit que 
/f point Qoùfe trouve le centre des forces ejl le foyer même de 
rellipfe. 

3 3 5*^® 1*®*’^ 1® foyer le plus proche du point A, lorfque 
ia « A furpalTera /* ; ce fera le plus éloigné fi a a A eft plus 
petit que /”*, 6 c les deux foyers fe réuniront en un feul , 
c’eft-à-dire , que la traje£loire deviendra circulaire fi aaA 
“ /* ( 327 ). On trouve de même que la trajeûoire étant 
une hyperbole ou une parabole, le centre des forces eft toû'^ 
jours au foyer. 

Application au mouvement des Tlanetes, 

336 . Afin d’appliquer cette théorie au mouvement de* 
corps céleftes , fuppofons que la trajeâoire foit elliptique , 
faifons le grand axe = y^ , le petit = F , le paramétré 
PB Fi nous aurons A^jr±jjp> . . F =* • • • « 

Kk 
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P = ~ t= - . Or le temps d’une révolution entière ell 

égal à l’aire elliptique divifée par fa valeur eft donc 

• Y , & en Y fubftituant au lieu de B la quantité V/1 , P 

-,avigh ^ ^ * 

ou elle deviendra j . D’où on conclud que ft 

flufteurs corps décrivent des trajeâoires elliptiques autour du 
même centre de forces , leurs temps périodiques Jeront comme les 
racines quarréi s des cubes des grands axes de leurs orbites. 

3 37' Et puifque la hauteur due à la vîtefle eft en gé- 
néral v = b -h -j Ç ) il fuit que le périhélie eft à l’ex- 

trémité du grand axe la plus proche du foyer , & que l’a- 
phélie eft à l’autre extrémité du même axe. 

On fçait que dans le fyftême de Newton toutes les 
planètes gravitent vers le Soleil en raifon inverfe du quarrd 
de leur diftance à fon . centre. Donc fi elles ont reçu au 
commencement de leur mouvement une certaine vîteffe de 
projetlion oblique , comme cela eft néceftaire pour les em- 
pêcher de tomber fur le foleil , cette force combinée avec 
celle de la gravitation qui eft alors la force centrale , doit 
leur faire décrire une fedion conique qui ait le centre même 
du foleil à l’un de fes foyers. Mais puifque d’un côté elles 
ont toutes des retours périodiques > & que de l’autre elles 
varient toutes dans leurs diftances au foleil , il eft évident 
que leurs orbites font elliptiques. En général cependant , 
elles ont peu d’excentricité c’eft-à-dire qu’elles appro- 
chent beaucoup de la figure circulaire. 

3 3 8- Concluons donc qu’une planete quelconque dé- 
ait autour du foleil des aires proportionnelles aux temps , 
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êc que les temps périodiques de ces aftres font comme les 
racines quarrées des cubes des grands axes de leurs orbites. 
Les cometes font dans le même cas , avec cette différence 
que leurs orbites font des ellipfes fort allongées , dont la 
partie inférieure ou le périhélie peut être prife pour un arc 
de parabole. 

Ces deux loix mémorables du mouvement des planètes 
avoient déjà été découvertes par le célébré Aftronome 
Képler dont elles portent le nom : mais il étoit réfervé à 
Newton de les démontrer en toute rigueur, par un enchaîne- 
ment fingulier de principes , de calculs & de conféquences. 
Après avoir pofé pour fondements de fon fyftême la caufe 
phyfique de ces loix , il fit voir qu’elles dévoient néceffai- 
rement avoir lieu , en fuppofant que la force centripète qui 
retient les planètes dans leurs orbites efl dirigée vers le 
centre du foleil , & qu’elle agit en raifon inverfe du quarié 
des diflances à ce centre. 

On a eu beau foumettre ces loix aux épreuves les plus 
délicates, elles ont toujours fatisfait aux obfervations , fie 
rien n’a contribué d’une maniéré plus efficace à faire adopter 
le fyflême auquel elles ont fervi de bafe. 

Toutes les planètes fe meuvent fuivant l’ordre des lignes > 
fie quoique leurs orbites ne foient pas dans le même plan , 
leur inclinaifon à l’écliptique ne paffe pas huit degrés. Les 
deux points où elles coupent l’écliptique , s’appellent les 
JVocuds. 

3 3p. A force d’obferver exaûement toutes les cir-« 

Kk ij 
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confiances de la révolution des aftres , on a trouvé quef 
les temps périodiques de Mercure, Vénus, la Terre, 
Mars , Jupiter , Saturne étoient .... 

87' ij'' I5'i.,.xi4' iS'<48i...3<î> 13'' 3o'i...435i’ ii<>,..i07yÿ> 8* 

OU en réduifant les heures & les minutes en parties décî- 
males de jour , 

87,^5p...224,700...3tf;',2j'5...<î8(î,p8...455i,y...i07jp,î3. 
Or les grands axes des orbites des planètes étant comme les 
racines cubes des quarrés des temps périodiques , on en 
conclud que fi le grand axe de l’orbite terreflre eft fup- 
pofé divifé en looooo parties, ceux desfix pfanetes précér 
dentes font repréfentés par les nombres fiiivants. . . , 

3871 0... 72 3 3 5... 1 00000... 1323 5p... J20 1 op. .. P J 3 803. 
lefquels font très-conformes à ceux que les obfervations int>« 
médiates donnent. Et comme on fait d’ailleurs que le 
grand axe de l’orbite terreflre efl à peu-près de 48000 demi- 
diametres de la terre , on n’a qu’à multiplier ces nombres 
par -p/j- , pour les réduire tous en demi-diametres terreflres; 
La multiplication donnera. . . . 

1 ; y8 1...34720...48000...73 1 37...24p5;2...4y782j'. 

Et puifque le rayon de la terre efl de ip5iy8oo pieds/ 
on peut évaluer ces grands axes en mefures connues. 

340« On peut donc déterminer la force attra£live dii 
foleil, ou la diflance/de fon centre à laquelle cette force 
efl égale à celle de la gravité. Car le temps périodique T =s 
- i donc / = — , où il faut obferver que le 

temps efl compté en fécondés , & que ainfi que f font 
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Comptés en pieds. Si on veut donc évaluer les deux der- 
nières quantités en demi-diametres terreftres , il faut écrire 

. I9£i{8oo 


/■= 


f Vig 


Or le diamètre de l’orbite annuelle 


efl de 48000 rayons de la terre , 6c le temps périodique T 
eft de = 3 lyjSi jo"; donc. . . 

Donc la force 

( 31ÎÎ81Î0) (<:o,3>i) • 

attraâive du foleil, prife à demi-diametres terreftres 
de fon centre , eft égale à celle que la gravité exerce fur les 
corps placés auprès de la furface de la terre. 

3 4 1 • Pour connoître le mouvement vrai d’une planète , 
il faut mefurer par voie d’obfervation , l’excentricité de fon 
orbite ou la diftance CS entre le centre ôc le foyer. Ap- 
pelions E cette excentricité , A le grand axe AB, 
AA — E\t petit axe 2 C D , ôc / la quantité qui 
mefure l’intenftté de la force accélératrice. Cela pofé , voici 
comment on peut calculer la vîtefte de la planete , en un 
point quelconque M de fon orbite. 

Puifque nous avons déjà trouvé que v = — , 


il faut donc préalablement déterminer h. Ot A = pzj], » 
donc h = “ » & pat conféquent v=>~ — ~ : d’où il 

fuit que la vîteflfe périhélie en A eft due à la hauteur 

/ — X nu-J— — ^ on & aue 1, 

- .1 ’ Ya-e A(A-iE) » « que la 

vîtefte aphélie en B eft due à la hauteur ^ 

ff(A-zE) A 

ou — . 

A[A-^ zE) 

3 4 2 • Remarquez que ces hauteurs font entr’elles 
comme {A-h 2 E)* ■ {A— 2E)* : : SB‘ : S A* y ôc que 


PiG. 

Mî. 
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par confisquent les vîtelTes mêmes font : : S B t ; aînfi que 
cela doit être , puifque les vîtefles aux différents points de 
la trajectoire font en raifon inverfe des perpendiculaires 
abailTées fur les tangentes. 

3 43* Si on veut mefurer le temps qu’une planete re- 
venant du périhélie employeroic à parcourir un arc quel- 
conque A M f on fera cette proportion : comme l’aire de 
l’ellipfe eft au temps périodique ) ainfi faire ASM au 
temps néceffaire pour parcourir l’arc A M. 

344* Si on veut réfoudre le problème inverfe, & cher- 
cher le iieu de la planete fur fon orbite dans un inftant donné 
quelconque , il faudra calculer l’angle au foleil A SM j 
après avoir mefuré le temps t employé à parvenir du péri- 
hélie au point M. L’angle ASM s’appelle V Anomalie vraie, 
& le problème qui en a la mefure pour objet eft fort connu 
parmi les Aftronomes , fous le nom de Problème de Képler, 
On n’a pu jufqu’à préfent le réfoudre que d’une maniéré 
approchée. 

Le cercle A N B décrit fur le diamètre A B s'appelle le 
Cercle de l'Excentrique. Or fi on prolonge jufqu’au point N 
de fa circonférence l’ordonnée MP, il eft clair que le 
feCteur circulaire ANS étant dans un rapport conftant avec 
le feCleur elliptique AMS, faire de ce dernier eft à faire 
du cercle , comme le temps t employé à parcourir f arc AM 
eft au temps périodique T. 

La queftion fe réduit donc à mener par le point donné S 
une ligne S N qui coupe fur le cercle une portion détermi- 
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née Y fa furface. Pour cela , foit le rayon de l’excentrique 
AC=\ y l’excentricité CS=E, l’arc de cercle A N que 
l’on veut déterminer & que l’on appelle V Anomalie de f Ex- 
centrique = P. On aura pour la valeur de l’aire cherchée 
AN Sy la quantité \ AC , A N — -^CS . P N = -9 — 
xEfmip y & pour l’aire entière du cercle, c ,AC*'y donc 
P — Efm P . 2c. 

345 * Si un corps quelconque fe mouvoit uniformément 
fur la circonférence de l’excentrique , & s’il y achevoit fa 
révolution dans le même temps que la planete achevé la 
lienne dans l’ellipfe , on auroit -^.20 pour l’exprellion 
de l’arc A Q qu’il décriroit en un temps t. On nomme cet 
arc V Anomalie moyenne de la planete , & il eft cenfé toujours 
connu. 

Si on le défigne par , on aura p — Eftnp = Ci or de ’ 
cette équation il n’eft pas polfible de déduire autrement que 
par approximation, la valeur de p. Mais , en général, il 
fera d’autant plus aifé d’obtenir cette valeur, que l’ex- 
centricité E fera moindre. Pour faciliter encore davantage 
le calcul, nous fuppoferons que les quantités p ScC font ex- 
primées en degrés & en parties décimales de degré ; ce qui 
exige que l’on réduife aufli en degrés la longueur abfolue 
de E fin p y en la multipliant par L’équation à réfoudre 
fera donc p — C = ' ^f tn p. 

Exemple. 

346^- L’orbite de Mars étant la plus excentrique de 
toutes, A on en excepte celle de Mercure, on demande 
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le lieu de cette planete , 5 ;’ lo*» 5p' 3 l'y après fon palTagC 

par le périhélie f 

Mars fait fa révolution en 585 ' aj*» 30 t» donc T réduit 
en décimales de jour vaut 585,98’; & r = tfj>4î8 ; ainfî 
le calcul de la formule C = — donnera d’abord pu 
logarithmes. 

L 350 = 2,jj5302y 

JL 5 y, 4 î 8 = 1,81^9527 

Somme = 4,3722552 
L 585,98 = 2,8359441 

Repe = 

Ce rcfte étant le logarithme de C , on trouve dans les Ta- 
bles qu’il répond à 34°, 30213 ; c’eft la valeur cherchée 
pour l’anomalie moyenne. 

On fait d’ailleurs par les obfervations que le grand axe de 
l’orbite de Mars eft à fon excentricité : : 2004343 : 93134; 
donc £ = ; & par conféquent il eft aifé de calculer 

200434J r ^ 

• 1 80 £ 

le logarithme du coefficient ^ — dans l’équation ? — C=» 

.o« cr ^ * 


L 180 = 2,2j527iy 
L 185258 = 5,2701383 

Somme = 7,5254108 
L c , 2004343 = * 2 19 

Rejle — 0,7252889 

On a donc C) s= 0,7152889 Lfm p. Maïs 

comme 
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comme p ne doit pas être beaucoup plus grand que C ou 
34", je le fuppofe d'abord de j 6 *^, & trouvant par le calcul 
que cette première valeur neft pas aflez grande, je fuppofe 
f = 5 8“. Le calcul donne pour ces deux fuppofitioivs , 


I 

f = 36^ 

^ 3 3 rc. 

p^C = 1,7 

IL 

58» 

34 % 3 
P — Z— 3 » 7 

Lftnp= ÿ,j 6 ÿ 2 i 8 j 
Ajoute^,.. o,72(î28Sp 
L(^— C)= o, 4 p;yo 75 

Ce logarithme répând 33,13 

Lfmp= 5,78^3420 

Ajoutei 0,7262889 

L{p—Z)=: o,5-ij 6309 
Ce logarithme re'pond à 3,28 

L’erreur eft donc 1,43 

L’erreur eft donc — 0,42 


' 347' pofé, imaginant une ligne droite MBM* Fie» 

'dont les abfcifles ^ P , AP' repréfentent les fuppofitions 
356c 38, & dont les ordonnées PM, P'M' repréfentent 
les erreurs correfpfondantes , on aura cette proportion : La 
fomme M C des deux erreurs eft à la différence P P' des 
deux fuppofitions , comme MP ou 1,43 eft à un quatrième 
terme P B = i, J45, lequel étant ajouté à la première fup- 
pofition donne pour ^ une valeur approchée 37,J4<J. Mais 
afin d’obtenir une approximation qui foit encore plus grande, 
faifons deux autres fuppofitions, Dans la première nous 
prendrons 37,^4 pour la valeur de 9 ; dans la fécondé , p fera 
5» 37 }SS’ Un calcul femblable au précédent donnera , 

U 
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III. 

f = 37.54 
€ = 34.30213 
p-^C = 3,23787 

IV. 

9 = 37.55 
« = 34.30213 
p — C— 3,24787 

Lfinp =t 5,7848420 
Ajoute^. . . . 0,7262885 

Lfn P = 5,7845406 
Ajouuj..,. 0,7262885 

L(p — C) = 0,7111305 
Ce logarithme répond à 3 ,2443 7 

L(p — C) — 0,7112257 
Ce logarithme répond à 3,247 1 1 

L’erreur eft donc -t- 6yo 

L’erreur eft donc — 276 


Fjo. 

Mî. 


De ce double réfultat nous déduirons la proportion fui-, 
vante; la fomme des erreurs, eftà-r^, différence 

des fuppofitions , comme la première erreur, 6 jo, eft à un 
quatrième terme = 0,00702. Donc enfin l’angle p =a 


37 , 54702. 

Cette valeur eft exaûe jufques dans la derniere décimale, 
puifqu’en fubftituant 37°, 54702 au lieu de p dans l’équation 
/ ( ? = C ) = o,72(5288p-h / fin P, on ne trouve pas la moin- 
dre erreur. Concluons donc que l’anomalie A’ de l’ex- 
centrique eft de 37% 54702 ou de 37“ 32' 4p"-^. 

348 * Il s’agit maintenant de trouver l’anomalie vraie 

5 A/, étant donnée l’anomalie de l’excentrique ^ N» Po- 
fons CA = ûj CP — x, CS = Cj 6 c rappelions-nous la 
formule tan£ ip = » —coip ^ aurons en fubftituant , 


T4MÇ ^ AS M ■ 


A P 


fmp 
SM~ PS 

FÂÏ 


& tang-x AC N = 


c N — CP 
P N 


Or par les ' propriétés de l’ellipfe , le rayon veéleux 


I 
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S M =i iï — i^^&par conféqucnt 5 Af — SP^a-^c — x 

“ — = — ^ ( ^ — x) — A r ; nous aurons donc 

wn^f v#ÎA/ : 1 . -ii : 4^ : : ^ ; 

*~ p :: a ^ c \ C D \ \ a c \ y(ji a — c c) ::!/■( a-t-r): 

— f ) ; c’eft-à-dlre , que la racine cjuarrée de la dijlance 
firihélie ejl à la racine quart ée de la dijlance aphélie ^ comme 
la tangente de la moitié de t anomalie de l'excentrique ejl à la 
tangente de la moitié de l'anomalie vraie. 

Sans fortir de notre exemple , pour le calcul de l’ano- 
malie de Mars , nous aurons pat conféquent 181807J : 
\/2iÿo6i\ :: tang 1 8 ° 4 . 5 ' 24 "-^ : tang^ASM, Ce qui 
dtant mis en calcul par logarithmes donnera. 

L tang 1 8 ® q.6 ' = S>>SS^3 ^^4; 
f/ aipod’i I = 5,1702825 
Somme.. = 12,7015450 
• -Ï-/18I807J = 3,1298049 

Rejle..= P,î7i8451 

Ce logarithme répond dans les Tables à 20° 27' 40*17; aînfi 
l’anomalie vraie AS A/ =3 40® jj' = 40,92252; co 

qui fait connoître exaûement le lieu de Mars dans fon orbite 
pour l’inftant donné. 

Rapprochant donc les diverfes parties de cette folu*» 
tion, on aura TanomaUe moyenne Q = 54%302ij, 
= 54® 18' 7'' y ; l’anomalie de l’excentrique AN == 
37“ Î4702 = 57® 32' 49 "-jV ; l’anomalie vraie ASM =:* 

40 ®,P 22 J 2 =3 40° J5'2l"i*j-. 
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Telle eft, en général , la maniéré de calculer lesmouve» 
ments des corps cëleftes : mais ces mouvements , quoiqué 
très- réguliers par eux-mêmes , font fujets à certaines pe- 
tites inégalités , dont nous allons indiquer brièvement les 
caufes & les effets. 

De VattracUon des Corps célejles & du Problème 
des trois corps. 

349* foleil, fuivantNevton, eft doué d’une force 
attraélive qui fait mouvoir autour de lui les fix planètes 
principales ; & ces planètes elles-mêmes , ainfi que les au- 
tres aftres en général , ont une force femblable par laquelle 
ils agiffent non-feulement les uns fur les autres , mais tous 
enfcmble fur le foleil. 

Il parole que cette propriété eft inhérente , comme l’i- 
nertie , à chaque particule de matière , & que ne pouvant 
pas être l’effet de l’impulfion d’aucun fluide , il ne faut point 
chercher fa caufe ailleurs que dans la volonté même de l’Au- 
teur de la Nature. 

Confldérant donc la gravitation réciproque de tous les 
corps comme une loi primitive du fyftême folaire , nous 
parlerons d’abord de quelques faits que l’obfervation a in- 
diqués , ou que la théorie a devinés , pour ainft dire. Fuis 
nous en ferons l’application au mouvement des planètes. 

■- 3 5®*^^ l’attraâion eft propre à chaque partie de ma^ 

tiere , il eft évident qu’à égales diftances de leurs centres ^ 
les planètes doivent attirer en raifon de leurs maffes. Mais 
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fi les dlfianccs font différentes, le calcul prouve (f&robfet- 
vation le confirme ) que l’attradion eft en raifon dire£te 
des maffes & en raifon inverfe des quarrés des diftances , 
fans quoi la trajedoire ne feroit pas une fe£lion conique; 

Et comme on fait d’ailleurs que ces affres décrivent des 
orbites elliptiques autour du foleil , on en conclud que (î 
l’aéUon mutuelle des planètes ne troubloit pas un peu leur 
mouvement , les abfides , les plans & les noeuds de ces or- 
bites feroient invariables. Les Affronomes feuls» pouvoient 
vérifier le fait ; aufli s’en occuperént-ils avec tant de foin ôc 
de fuccès, qu’il ne reffe plus aucun doute fur l’altération 
produite dans les tiajeéloires planétaires. 

Newton avoit prédit à Flamffead que Jupiter étant celle 
de toutes les planètes qui avoit le plus de maffe,& par confé- 
quent le plus de force attractive , il devoir troubler fenfible- 
ment vers fa conjonélion le mouvement des autres corps 
céleffes , celui de Saturne & de fes Satellites principalement. 
On les obferva donc à cette époque avec plus de foin que 
jamais , & la prédiélion de Newton s’accomplit avec éclat j 
puifque Jupiter altéra d’une douzaine de jours le temps pé- 
riodique de Saturne. 

351. C’eft la force attraélive de la terre , cette même 
force que nous appelions près de fa furface la force de 
gravité , qui retient la lune dans fon orbite. Sa révolution 
fe fait en 27*7’’ 43'; fadiffance moyenne eff de 60 demi- 
diametres terreffres , & fon orbite étant fuppofée circulaire , 
il eft aifé de prouver que le finus verfe de l’arc qu’elle parr 
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court en une minute, eft de i j pieds Elle fe rapprodierolc 
donc de cette quantité vers la terre , fi la gravité agiffoic 
feule pendant une minute. Donc puifque les efpaces par- 
courus en vertu des forces accélératrices font comme les 
quarrés des temps , il faut que la force centrale qui agit fut 
la lune puifife lui faire parcourir dans la première fécondé de 
fa chûte vers la terre , la partie de ry pieds tV- 

Et comme cette force doit toujours agir en raifon inverfe 
du quarré de la diftance, il efi clair qu’à une difiance foixante 
fois moindre , c’eft-à-dire , près de la furface de la terre , 
elle feroit parcourir à la lune i y pieds — , dans la première 
fécondé. Or tel cfl réellement l’efpace que la pefanteur fait 
parcourir aux corps graves fur la furface de la terre. La 
force centrale de la lune n’eft donc autre chofe que la pe- 
fanteur telle que nous l’éprouvons fur la terre , mais feule- 
ment modifiée en raifon inverfe du quarré de la difiance au 
centre. 

3 5 2 . Le même principe retient dans leurs orbites tous 
les Satellites. C’eft également la force attradive de Saturne 
qui fait tourner cinq lunes autour de lui ; c’eft la force 
attradive de Jupiter qui en fait tourner quatre. Toutes ce* 
planètes fecondaires décrivent des ellipfes autour de leur 
planete principale ; leurs mouvements font très-réguliers 9 
& leurs temps périodiques font exadement proportionnels 
aux racines quarrées des cubes de leurs diftances au centre 
de la planete principale. Elles paroifient > en un mot , fou- 
fuifes par rapport au centre de leurs force&| à toutes iet 
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loix que les planètes principales fuivenc dans leurs révolu- 
tions autour du foleil. 

Mais fi le mouvement des fatellites de Saturne , de Ju- 
piter & de la Terre prouve fenfiblement que ces trois pla- 
nètes font douées d’une force attraûive , ne fcmble-t-il 
pas que l’analogie porte à reconnoître cette même force 
dans Mercure , Vénus & Mars ? Et n’eft-il pas naturel de 
penfer qu’elle y agit auflî en raifon dire£le des mafles ÔC 
en raifon inverfe des quarrés des diftances ? La lune elle* 
même & les autres fatellites ne paroilTent-ils pas être des 
corps femblables à la terre f Pourquoi donc refuferoit - on 
d’admettre en eux cette force commune à tous les autres , 
& peut-être inféparable de la matière , par une loi primitive 
du Créateur ? 

3 53* Rien du moins ne paroît plus vraifemblable aux 
Phyficlens , que l’aclion de la lune fur la terre. Le flux ôc 
le reflux de la mer en offrent une preuve palpable , s’il eft 
vrai , comme on le croit, que l’inégale gravitation des eaux 
vers la lune , produit ce phénomène j car le foleil n’y 
coopéré que foiblement. Sa force cependant eft bien plus 
grande , mais comme il eft environ 400 fois plus éloigné de 
nous, & que la terre eft très-petite par rapport à lui, fon ac- 
tion fur les diverfes parties du globe terreftre , fe trouve 
fenfiblement la même. D’ailleurs elle s’exerce fuivant des 
ëireêlions prefque parallèles , ce qui rend moins fenfibles 
fes effets fur les eaux. 

La lune au contraire étant près de la terre , en compa- 
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raifon du foleîl , elle agit par des lignes beaucoup plus di- 
vergentes ; ôc comme fon action fur les différents points du 
globe eft différente , il doit réfulter de ces deux caufes 
réunies , un trouble général parmi les corps qui en font 
fufceptibles. Les eaux de l’Océan immédiatement foumifes 
* à fon attraction doivent donc s’élever , pendant que les 
eaux collatérales s’abaiffent. Mais comme la révolution 
diurne de la terre change continuellement les afpeéts , on 
> voit bien que les eaux déjà élevées ne peuvent fe foutenir . 
long-temps au-deffus de leur niveau ordinaire ; elles doivent . 
donc retomber au deffbus , fe relever encore , & pouffer 
de proche en proche le flux jufqucs fur les côtes. 

Nous allons voir au refte jufqu à quel point cette gravi- 
tation réciproque des corps céleftes , rend leurs mouvements 
plus compliqués , ôc plus irréguliers en apparence ; mais 
d’abord nous remarquerons que fi les Géomètres de ce fiecle 
ont fait de cette recherche le principal objet de leurs tra- 
vaux, c’eft qu’ils en ont reconnu l’utilité pour perfeélion- 
ner la théorie de la lune, que la détermination des longir 
tudes en mer rend très - importante. Nous obferverons , 
enfuite qu’une pareille matière ne pouvant être qu’ébauchée 
dans un ouvrage tel que celui-ci , notre deffein eft de met- 
tre fimplement fur la voie les lecteurs intéreffés à 1% 
eonnoitre. 

Problème I. 

[ 354* Deux corps A/ ôc Af' ayant été lancés dans le 
J 47 . vuide avec des vîceffes quelconques , ôc s’attirant mutuelle- 

men; 
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ment en raîfon de leurs mafles, il s’agit de déterminer leur 
mouvement. 

Soient rapportées au même axe AP les deux trajec- 
toires de ces mobiles ; foit AP ^ x^P M = y , AP' ~ x\ 
P'M' =y'y MM! = z; l’adion du corps M ' fur le corps .Vf 
foit reptéfentée par M N = P,on aura M' iV' =3 P pour 

repréfenter celle du corps A/ fur le corps Af', puifqu’ils agit- 
fent en raifon direde de leurs maffes. Décompofons mainte- 
nant les forces MN ^ M! N' ^ chacune en deux autres dont 
l’une foit parallèle i AP y Sa l’autre perpendiculaire à cette 
même ligne. Les forces parallèles feront M Ç= . . . 

Les forces perpendiculaires feront 


A^'(2'=^. 
MO 


PC»' — * ) 


Al 


f(y'-y) 


ainh nous 


aurons les quatre équations fuivantes. 




Et fl après avoir multiplié la première par M , la fécondé 
par M'y on retranche les produits, on trouvera Md 

'-h M' d =3 o y dont l’intégrale eft Af . ^ -t- M' . 

=» C. En traitant de même la troifieme & la quatrième 
équation , .on aura M . M' . ^ = C. Or M. 

■ 4 - M' . -JJ donne la quantité de mouvement du centre de 
gravité parallèlement à AP y & Af . ■— -t- Af ' . ex- 
prime la quantité de mouvement du même centre perpen- 
diculairement \ A P 'y donc puifque ces deux quantités font 

M m 


Fin. 
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confiantes , il cft clair que le centre de gravité G , ou pour 
parler plus exaûement , le centre de mafles des corps 
MfM' fe meut uniformément fuivant une ligne droite 
H G. La pofition de cette ligne & la vîtelTe du centre de 
gravité peuvent donc fe déterminer par les vîtefles de pro- 
jetlion que les corps M M' ont re<;ues, ôc par la poli- 
tion de ces mêmes corps au commencement du mouvement. 

3 5 5* > piiilque la route du centre de gravité 

efi une ligne droite , nous pouvons la prendre pour la ligne 
des abfcilTes , & alors y ouP'M* devenant négative, le 
mouvement du corps M fera exprimé par ces deux équa< 
tions , 


Pour déterminer fon mouvement par rapport au point mo- 
bile G , on fuppofera d’abord MG — Z , P G *= puis 
on en déduira la valeur de^G = *-t-X, 6c l’équation 

^ (17) (^) = ° i 

du centre de gravité efi confiante ; donc d = 


>— d Subfiituant ces valeurs , on aura pour expri- 

mer le mouvement du corps M par rapport au point mo- 
bile G les deux équations fuivantes , 

VXdt j/dX\ Tydt 

J~~ “ \7T) * • • * “i“ “ °\d,J 


qui font abfolument les mêmes que fi le corps M étoit at- 
tiré vers le point G confidéré comme fixe , par une force 
centrale P , foriêlion de MM' Sc par conféquent de la dif- 
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tance Z , pulfque M M' = — Z. Cela eft d’ailleurs évi- 
dent , par-là même que le corps M' agit fur le corps M , 
fuivanc la direûion M Af'qui paffe toujours par le point G. 

3 5 5. Il fuit de-là que le mouvement de deux corps qui 
s’attirent mutuellement avec de certaines forces , n’eft pas 
différent de celui qu’ils auroient, s’ils étoient attirés vers 
leur centre commun de gravité avec les mêmes forces, pen- 
dant que ce centre feroit mû uniformément fuivant une ligne 
droite. Il fuit auffi que ces forces tendantes au centre de 
gravité doivent toujours être une certaine fon£üon des 
diftances à ce centre , puifqu’elles font une fonÛion de 
M M ' qui a un rapport confiant avec M G. 

On peut fe former une idée affez jufie de ce mouvement, 
en concevant deux points quelconques fur deux rayons d’une 
roue mobile ; chaque point décrira un cercle autour du cen- 
tre de la roue , pendant que ce centre fera mû fuivant une 
ligne droite. 

3 57 * En général, les deux corps M U M' décrivent F‘c. 
autour du centre G des courbes femblables , puifque G M ' 
efi toujours ï. G M dans le rapport confiant de Af à M'. 
Toutes les dimenfions homologues de ces courbes font 
donc dans le même rapport. Or la loi fuivant laquelle ces 
deux corps s’attirent étant donnée , on connoîtra la force 
tendante au centre G , fie par conféquent les trajeéioires 
M(IN , A/'QW'que ces corps décriroient autour du point 
G , s’il étoit fixe. Donc au bout d’un temps quelconque 1 1 
on aura le lieu de chacun fur fa trajeêloire. 

Mm ij 
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Soient, par exemple, M àc M les lieux des deux mo- 
biles : fi le centre de gravité eft avancé pendant le même 
temps de la quantité G g , on mènera les lignes Mm^ M'm' 
parallèles & égales à G g , & on aura les points m Scm' pour 
les lieux abfolus des deux mobiles. Suppofant donc qu’ils 
décrivent des cercles autour du centre de gravité , leur 
mouvement abfolu fe fera dans une cycloïde alongée ou 
accourcie , félon que la vitefie de tranflation du centre de 
gravité fera plus grande ou plus petite que celle de chaque 
corps dans fon orbite. 

3 58* Si outre leur attraâion mutuelle, les deux corps 
M if. M' étoient follicités par des forces quelconques , on 
réduiroit ces forces à deux X Sf Y fuivant if MO 
pour le corps AI, & à deux autres A' & Y' fuivant 
& 0' M' pour le corps M', Alors les équations du mouve- 
ment deviendroient 

4 " . 4(,..,w.==<44). 


Multipliant donc , comme ci-deffus , la première par Af , la 
fécondé par Af ôc ajoutant les produits , on auroit pour 
réfultac 

(MX+M'X')dt ; 

traitant de même la troifieme & la quatrième , on auroit 

(Mr+M'r')dt=zMdÇ^'^ 

Donc la force accélératrice du centre de gravité dans la 
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dîre£lion de A ?' feroit — , 6c la force qui acctlé- 

roit fon mouvement perpendiculaire à P , ou qui tendroit 
à l’éloigner de cette droite, feroit exprimée par 
Le centre de gravité fe meut donc de la même maniéré que 
fl les quantités de mouvement que reçoivent les deux corps 
en vertu des puiflances accélératrices , lui étoient immédia- 
tement appliquées ( i$S). 

Mais comme on ne connoît pas le rapport de y à ^ ni ce- 
lui de à X, on ne peut déterminer le mouvement de ce cen- 
tre que dans le cas où ces puiflances feroient confiantes. Il 
décriroit alors une parabole, ôc l.es deux corps fe mouvroient 
autour de lui , comme s’il étoit fixe. 

Problème II. 

3 59* Trois corps A/, AI" s’attirant mutuellement Fio. 
en raifon direéle des mafles 6c en raifon inverfe de 1^ 
puifTance n des diflances , on propofe de déterminer leurs 
mouvements ? 


Suppofant que les trois corps font refpedivement en 
lA/, Af', A/" ôc rapportant les trajectoires à l’axe AP, foit 
AP = x,PMtz= y,AP> = x',FM' = y', AP'l=^x", 
p"M" = y", MM^ = z,M = z', MM" = z". 
Puifque chaque corps agit fur les deux autres proportion- 
nellement à fa mafle divifée par la puiflance n de la diflance , 
on multipliera cette quantité par une confiante a , ^fin d’a- 
voir la valeur abfolue de chaque force accélératrice. Ainfi le 


corps M attire le corps A/' avec une force accélératrice M'M 
— , 6c la force avec laquelle il attire le corps M" cft 
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On a pareillement pour exprimer la force M N areC 
laquelle le corps M' attire le corps A/, & ou M" N". 
pour la force attractive qu’il exerce fur le corps M". On a 
enfin MT = 6 c M' T' = pour repréfentcr les 
forces attraQatives du corps Aî" fur les deux autres. 
Après avoir décompofé chacune de ces forces , en deux 
autres , l’une parallèle à y# F , l’autre perpendiculaire , on 
trouvera les valeurs fuivantes qui exprimeront féparément 
toutes ces forces. 


Pour M 

Pour M' 

Pour AV 

Z 

- , «Ar 
nf ir — — 

»■ 

M"N"= 

z' " 

A,o-— t=2. 

Al'O'- — . 


** X 

Z* Z 

P- 

1 

) 


M'O'—— »*— 


MQ= — ■ _ 

Z " 


« y — 


aM" y" -y' 



- 7 — 


aM" *"— » 

.M" 

AT 4 _ — . 

^ ^ a" » * 

1 




360 . Cela pofë yM MS étant la force du corps M 
parallèlement zA P y on aura {MQ^-\r MS) dt = d ( 77 ).'. 

On aura de même (A/F'-l- MO) dt = d • • • î 
{M' S'—M> (20 d t=d (-^). . M!0<)dt = d (^). . . 

(M'S"+ M''Q")dt = -d(^-f^')... ( M" M”0") d t = 
— d » & fubftituant les valeurs analytiques on aura 
les fix équations fuivantes y 
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t 

• . 

zM"dt 


z" 

X. 

*''• 

z" ^\dt) 

ahf'dt 


û Md t 


z" 

«' ““ 

z" 

z ^\dt) 

t M'dt 

»" — 

a Md t 


*'* 

* »' 

z"" 

z" — 

ahf dt 


a\f'd t 

. y"-y 

z' 

z 

z"’ 

*" ^\dt) 

aM"dt 

*'• 


• Mdt 

i" 


zM'dt 


a M dt 


«'• 





3 6 I • Si la première étant multipliée pat la fécondé 
pat la troifieme par — M'\ on ajoute les produits ; & 
n on traite de même les trois dernieres équations , on aura 

VM J(4f) + Aiy (^) + =o, 

dont les intégrales 

Af 4^ -4- Ai' 4^ -4- A/" = C 

àt dt d t 

^ M ,= C 

dt dt dt 

font encore voit que le mouvement du centre de gravité eft 
uniforme & rediligne. Donc quelque foit , en général , le 
nombre des corps qui s’attirent mutellemenc , leurs adions 
réciproques n’influeront pas fur le mouvement de leur centre 
commun de gravité , & ce centre aura toujours la même 
vitelTe de la même diredion qu’au commencement du mou- 
vement. 
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3 ^ 2 . Delà il fuit que le centre de malTes du fyftême 
planétaire eft en repos, ou s’il fe meut , que fon mouve- 
ment eft uniforme & en ligne droite. Il importe peu lequel 
de ces deux cas ait lieu , les mouvements relatifs feront les 
mêmes dans l’un & dans l’autre. Toutes les planètes Ôc le 
foleil lui-même doivent donc fe mouvoir autour de ce 
centre. 

Mais la maflfe du foleil eft fî grande relativement à celle 
des planètes que quand elles fe trouveroient toutes en con- 
jonclion , le centre de malles de tout le fyftême ne s’éloi- 
gneroit pas du centre du foleil de plus d’un diamètre de cet 
allre. Le mouvement du foleil autour du centre du monde 
planétaire eft donc bien peu de chofe ; cependant on eft 
obligé d’y avoir égard dans les recherches délicates. 

363* Si après avoir multiplié la première des lix équa- 


• dx 

dons générales trouvées ci-deffus , par Af — , la fécondé 
par M' , la troifieme par — M" , on ajoute les 
produits , leur fomme donnera 

â A/ - , \ ! i Ê J \ ^ / H \/jw J \ ^ Al^ / ■ •v/iw jj\ 

- -prr. f*- - ;^nrr, “ ;rrr, (* -*> (''* 





ôc n on fait les mêmes opérations fur les trois dernieres 
équations , le réfultat fera 


aMAf , , , .. •MM",,, ,,, 

- tïtt W-^y) - {y"-y) i<^y - ày) - , (/'-/) 



dt 




"Ajoutons ces deux équations, ôc pour abréger le calcul j 

remarquons 


f 
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remarquons auparavant que fi u y u' , «"expriment lesvî-* 
teffes des corps M, M'y M" , on aura u d u = d Ç^,') 

3? (r:) • ^ C^’) + if' '( ff) • • • • 

**" d Remarquons aufli 

que Z 2 = (x' — xr )’ rf- (>' “•>)*•• • • = {x" — xY~h 

{y" — yy....z'z'=(x" — x')’ “t* (_y" ’~y' V > donc 
zdz= (x' ^ x){dx' — dx)-h{y' — y) dy' — dy) . . . . 
z" dz"=^{x" — x) {dx" — dx)~^{y" —ry) {dy" — dy ) . . . . 
z' d z' = {x" — x'){dx" — dx')-\- {y" — y') {dy" — dy' ). 
Cela pofd nous trouverons que la fomme de nos deux 
équations fe réduit à 


Madu-h M'u'du' — 


aMM'dx aMUrdt" a M' M" d i' 


. Or l’intégrale de ce réfultat eft 


w »‘h-ai' »"+ A r"«"*+ 


iaMM'z'-’ ïaMAf"*"'-* . %a\fM"z"- 


équatlon qui contient le principe de la Confervation des forces 
vives y dont les Géomètres modernes font grand ufage. Voyez 
la Dynamique de M, d’Alembert. 

L’intégrale que nous venons de trouver y 6 c les deux au- 
tres qui donnent le mouvement du centre de gravité , font 
les trois feules que l’on ait pu déduire généralement des Hx 
équations du problème. Il faudroit que les bornes du Calcul 
intégral fulTent plus reculées quelles ne le font , pour pou- 
.voir réfoudre complètement ce problème ; mais au moins 
ia voie ell indiquée. 

Le problème dont il s’agit y eft devenu fameux dans ce 

Na*- 
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ficcle par les travaux des Géomètres qui fe font occupés de 
fa fülution. 11 eft généralement connu fous le nom de Pro- 
bUme des trois corps ; & comme la théorie de la lune en dé- 
pend , on efpere que de nouveaux efforts amèneront de 
nouvelles découvertes fur cet objet. 

364* Pour appliquer les équations précédentes au 
mouvement de la lune , de la terre ôc du foleil , il faudroit 
fuppofer que » = 2 , c’eft- à-dire que la force centrale agit 
en raifon inverfe du quarré de la dillance ÿ il faudroit aufli 
introduire trois autres équations dans le calcul : la raifon 
en eft que les premières ne peuvent pas donner avec allez 
d’exaélitude le mouvement de la lune , parce que fon orbite 
n’eft pas dans le plan de l’écliptique ; elle lui eft inclinée 
d’environ cinq degrés. Or toutes les fois que le mouvement 
fe fait ainfi dans différents plans , il y a trois équations de 
plus pour les trois nouvelles coordonnées que l’on eft obligé 
d’introduire. Mais le degré de difticulté pour les intégrations 
eft le même ; feulement le calcul devient plus long. 

365 . Il y 3 cependant un cas où on peut déterminer 
exaefement le mouvement de plufieurs corps qui exercent 
les uns fur les autres une attraêfion mutuelle ; c’eft celui 
dans lequel on fuppofe que leurs forces attracUves font 
proportionnelles à leurs diftances. Car alors ils décrivent des 
ellipfes autour de leur centre commun de gravité , pendant 
que ce centre fe meut uniformément 6c en ligne droite. 
Voici comment on peut le démontrer fans avoir recours, 
au calcul qui précédé. 
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Soient M, M', M" les trois mobiles dont il faut déter- 
miner le mouvement. Pour lavoir' quel doit Être celui du 
corps M , par exemple , attiré par les deux autres A/', A/", 
repréfentons d’abord par M N = a M' . M' M l’aâion du 
corps & par MN' = a M" . M" M celle du corps 
Imaginons enfuite une ligne droite quelconque m'Mm" & une 
perpendiculaire à cette droite ; après quoi nous décompofe» 
tons les deux forces MN , M N* chacune en deux autres ^ 
fuivant les deux lignes Mm' \ ce qui nous donnera 
MO = aM> . Mm ' . . . MO' =»aM" . Mm"....M P = 
a M' . M' m'., , M P' M" . M" m" ^ & fi la réfultante 
eft repréfentée par Af^", on zatz MT = a M' . M m! — 
aM". Mrr^' . . . MQ_=aM" . M"m"^ aM' . M'm' 

Or le centre de gravité étant en G , on a Mg = 


-M". 


M-i- M'-i- AI" 




ST 


AI". AI'm"-HAf. M'm' 
M -i-M'-t- AI" 


donc-^ = 

Mg 


D’où il fuit que le point G eft fur la direétion de la 
réfultante M S y & qu’ainfi l’aélion des deux corps Af, M" 
fur le corps M tend à le pouffer vers le centre de gravité G 

avec la force MS = 


MG . AIT 


Mg 


<a(M^i-M'-hM")MG. 
Ces trois corps fe meuvent donc , comme fi n’ayant aucune 
force d’attraâion , ils étoienc attirés vers leur centre com- 
mun de gravité , en raifon de leurs diftances à ce centre, par 
un corps égal à leur fomme. Ils décrivent donc chacun 
une ellipfe autour de ce centre , & leurs temps périodique» 
font égaux ; ce qui a généralement lieu , quelque foit le 
nombre des corps. 


Fra. 

1 ( 1 . 


Nn ij 
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3 65. On peut déduire le même réfultat des équations 
générales. Car en prenant la ligne des x pour la route du 
centre de gravité G , 6c en fuppofant la vîtefie de ce centre 
i , l’abfciffe G P = X = kt — x y on aura '' 

— x)-J- Ar(»” — *) = M'.PP'-f-At'’.PP"= bf')X 

-... à =-d - y ) + JM — (AH- M") r. 


Donc la première & la quatrième équation donneront pour 
le mouvement du corps M les deux équations fuivantes. 

d ( JVr H- iU* .f. AT'*) Xdt ^ — d ^ r 

d ( JM -H M' 4 - M'")y d t= — d i 


or ces équations font les mêmes que fi ce corps étoit attiré 
vers le point G en raifon des diftances par la mafle A/-+- M*" 
-t- Al". Il eft donc démontré que dans le cas où plufieurs 
mobiles s’attireroient mutuellement en raifon dire£le de 
leurs difiances, iis décriroient tous des ellipfes autour de 
leur centre commun de gravité, lequel cependant avance- 
roit uniformément dans une trajeSoire rectiligne. J 


Article IL 


Du Mouvtmem à' un point libre follicité ^ar des puijjances 
quelconques y dans un milieu refijlant, 

367» L’inertie étant une propriété générale de la 
matière , un corps ne peut en faire mouvoir un autre , 
fans lui communiquer une partie de fort mouvement ; & 
comme cette communication ne fe fait jamais fans une perte 
réelle pour le mobile, il eft clair qu’en effuyant des pertes 
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Tëitérées à chaque inftant , toute fa vîteffc doit être bientôt 
anéantie. 

C’eft aufll ce que nous voyons arriver continuellement 
dans les mobiles qui nous entourent. Car le fluide dans le- 
quel ils fe meuvent , ne peut céder à leur impreflion , & fe 
déplacer pour leur ouvrit un palTage , fans recevoir de leur 
part le mouvement qui l’y oblige. Ce fluide, par la feule 
inertie, réfifte donc à leur impulfion , avec autant d’eflSca- 
cité que s’il avoit un mouvement oppofé à celui des mo- 
biles & égal à fon inertie : delà vient que plus il a de denfité, 
plus fa réfiftance eft grande. 

Soit A une furface plane expofée au choc dire£t d’un 
fluide , ou mue elle-même dans ce fluide , fuivant une di- 
reélion perpendiculaire, avec la vîtefle u. Elle parcourra 
l’efpace udt dans l’inflant dt ^ 6c par conféquent elle aura 
déplacé un volume A u dt de fluide. Soit donc appellée D 
la denfité de ce fluide , 6c nous aurons A D ud t pour ex- 
primer la mafle qui aura été mife en mouvement , dans 
l’inflant d t. 

Lorfque cette mafle aura reçu de la furface mobile la 
vîtefle « , fa quantité de mouvement fera donc A Du'dt , 
6c cet effet de l’impulfion produifant dans le fluide une 
léfiflance égale au mouvement communiqué , il en réful- 
tera M du = A D u'd t , en appellant M la mafle du corps 
qui préfente la furface A au choc àiteSt du fluide , 6c en 
défignant par du h diminution inftantanée de vîtefle caufée - 
par la réûflance du fluide. 
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3 5 8* - On peut donc regarder la rdfiftance d’un fluide 
quelconque , comme une force retardatrice ^ , qui cft 

toujours oppofée direûement à l’impulfion du mobile ; & 
cette force , comme l’on voit , efl en raifon compofde de 
la furface du mobile , du quarré de fa vîtefle , & de la den- 
fitd du fluide. Enforte que , toutes chofes d’ailleurs égales , 
un corps mû dans un même fluide éprouve une réftjîance propor- 
tionnelle au quarré de fa vttejfe. 

Telle eft , en général , la mefure de la réfiftance que l’i- 
nertie des fluides oppofe au mouvement des corps. Mais 
cette caufe eft-elle la feule qui retarde les mobiles dans leur 
courfe ! Il paroît que non. L’expérience prouve que l’ad- 
hérence mutuelle des parties des fluides produit une autre 
efpece de réftflance à laquelle on doit avoir égard. Mais 
comme cette vifcofité plus ou moins forte dans certains 
fluides , eft fenflblement la même dans des inftants égaux , 
au lieu que la réfiftance qui provient de l’inertie eft pro- 
portionnelle au quarré de la vîtefle y il arrive que l’effet de 
la vifcofité n’eft prefque pas remarquable dans les mouve- 
ments très-rapides. Il l’eft au contraire dans les mouvements 
lents , & on ne peut s’empêcher alors d’en tenir compte. 

369 . Si la furface A ne fe préfente pas direSement au 
choc du fluide, on décompofera la vîtefle oblique u en deux 
autres , qui en appellant a l’angle formé par la furface ôc 
par le fluide , feront exprimées par u cof a & u fm a. hn 
première fera dans la direflion de la furface ; la fécondé 
lui fera perpendiculaire. Or le fluide ne réfiftera qu’à la 
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derniere ; ainfi en fubAItuant ufma au lieu de » dans la 
formule D A u' y on aura D Au' fin' a pour l’expreffion de 
la réAflance j dans le cas du choc oblique ; mais il ne fau- 
dra point perdre de vue que cette force s’exerce perpendi- 
culairement à la furface mobile A. Il fuit delà que y toutes 
ehofes bailleurs égales, la réfifiance d'un même fluide fur une 
furface plane tr oblique efl proportionnelle au quatre du finus 
de l'angle d'incidence. 

370* Dans ce dernier cas, il eft évident que A fin' a 
' exprime la furface qui étant expofée au choc direét du fluide, 
éprouveroit la même réfiftance que la furface A mue obli- 
quement. D’où on voit généralement que pour déterminer 
la réfiflance qu'un fluide doit oppofer à une furface quel- 
conque , il fuflit de connoître la furface plane qui éprou- 
veroit par un choc diredl la même réfiflance. Aufli , pour 
ne pas embarralTer inutilement le calcul avec le fadeur D «*, 
legardeions - nous dans les exemples fuivants ces furfaces 
diredement expofées au fluide , comme les mefures natu- 
relles des réfiflances qu’il produit. 

3 7 1 • Suppofons donc un prifme mû dans un fluide Fio. 
quelconque parallèlement à fes bafes ; il fuflira d’en confi- 
dérer une coupe A M H BK , & de multiplier la réfiftance 
linéaire qu’il éprouve , par la longueur du folide, pour 
avoir la furface qui étant expofée au choc dired éprouve- 
roit la même réûftance que le folide. 

Soit BA h diredion du mouvement, Mm l’élément 
de la courbe , Mf^ une droite parallèle h B A , on aura 
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m M T pour l’angle d’incidence du fluide fur Mm , & 
A/rw ^ pour la rdfiftance que cet élément dprouve 

fuivant la perpendiculaire M N. Cela pofé , rapportons les 
points de la courbe à l’axe A B ^ & fuppofons A P = x f 
P M = y y Mm = d$. Si on décompofe l’efForc M m . 
jin*m M y y ou ds , en deux autres NO & 0 M , l’un 
parallèle ôc l’autre perpendiculaire à l’axe A P y on aura 
par les triangles femblables NO M y Mmr y l’effort NO = 
d y . 4^ , & l’effort 0 M = dx . 4^* Donc l’effort total 
fuivant l’axe A B aura pour expreflion f-jjr t & celui qui * 
s’exerce perpendiculairement à cet axe, fera exprimé par 

y d X d y* 

J d;* • 

3 7^* intégrales au refte doivent être prifes dans 
toute la partie H M K terminée aux points H Sx. K qui font 
les plus éloignés de l’axe A B i car l'autre partie H B K 
n’éprouve aucune ré fiance de la part du fluide. Sila courbe 
eft fymmétrique des deux côtés de l’axe A B , l’effort per- 
pendiculaire à cet axe fera détruit , & il ne reliera que 
.y 4^ effort parallèle à l’axe & double de celui qui s’exerce 
dans l’une des parties II A, 

37 3* avoir la dire£lion & la valeur de tout l'effort 
qui réfulte du choc d’un fluide fur toutes les parties de cette 
coupe , on prendra la fomme des moments des forces M F 
par rapport à l’axe APy que l’on divifera par la fomme 
de ces forces, & on aura la diflance G £ de leur réfultante 
à l’axe. On prendra de même la fomme des moments des 
forces 0 Al par rapport au point A , que l’on divifera par 

la 
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la fomme de ces forces, & le quotient fera la diftance A E 
de leur réfultante à ce point. On aura donc 

dy- 


AE=> 


fxd». 


fds 


dt‘ 

àf' 

dt' 


GE = 


fydy.tJl. 

dt'’ 

;È2L 

■' dt' 


Après avoir ainfi déterminé le point G, on prendra G/ = 
f-’ ^J & GL—f— ; on aura donc, en achevant le rec- 
tangle , la diagonale G T pour repréfenter la valeur & la 
direâion de la réfillance totale fur la coupe H M K. 
Exemple. 

374* La coupe du folide propofé étant un cercle dont 
le diamètre A B = 2 üy on demande quelle doit être la ré- 
fiftance totale du fluide, parallèlement à fî .<* 

Dans ce cas , y y = 2 a x — xx ... ds* = 

L’intégrale fera donc^ — en la pre- 
nant depuis A jufqu’en H y on aura y a dont le double fa 
exprime la réfiflance que le demi-cercle H A K éprouve 
dans la diredion de l’axe A B. Car la réfiftance totale du 
fluide fe réduit à celle-là feule , puifque l’autre efl nulle. 
On trouvera donc la furface qui étant expofée au choc 
dired du fluide , éprouveroit la même réfiftance que la 
fuiface convexe du cylindre , en prenant les deux tiers de fa 
coupe redangulaire dans le fens de l’axe. Mais puifque ~a 
exprime la réfiftance que le fluide oppofe au demi-cercle 
H A Ky 6c que 2 a eft celle que le diamètre H K éprouve 
de la part du même fluide , il faut en conclure que la pre- 
mière n’eft que les deux tiers de la fécondé. 

Oo 


Ffo. 

«ti» 
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3 7 y . Confidérons maintenant la réfiftance qu’éprouve- 
roit un folide de révolution mu fuivant fon axe. SoitAfi» 
un élément de la courbe , lequel en tournant décrit un 
cône tronqué , dont on prendra la partie comprife entre 
deux apothèmes infiniment proches. Cette partie que nous 
défignerons par « , étant plane , elle éprouvera une ré- 
fifiance u 


, puifque ■— eft le finus d’incidence. 

Or cette réfiftance s’exerçant perpendiculairement à l’é- 
lément « , on la décompofera en deux autres , l’une pa- 
rallèle à l’axe , l’autre perpendiculaire. La première aura 


pour valeur » . & puifque l’angle d’incidence pour 


tous les éléments » eft le même , & que la fomme de tous 
les éléments ou la furface du cône tronqué eft 2 c d r , on 
aura pour la réfiftance oppofée à cette furface,-^-j^* ; & 
par conféquent 2 cf exprimera la réfiftance que le fo- 
lide entier doit éprouver fuivant fon axe. 

Si le folide propofé eft une fphere dont le fommet foit 
nous aurons y y — 2 a x — x x. . . d s* — dx* -h dy* = 
> gL ^ L-intégrale .ft i 


a'dy'- 


y* J - f aa ' o - - x 44* 

enforte que prenant y = a y elle fe réduit à -jn’. Donc la 
réfiftance fur la fphere entière aura pour valeur 2 e . t=s 
— = à la moitié de celle qu’éprouveroit un de fes grands 
cercles. 

[ 3 7 6 • Pour connoître la courbure que doit prendre 
dans l’équilibre une corde ou une voile attachée à deux 
points fixes ôc enflée par le vent , on remarquera d’abord 
que l’adion de ce fluide fur l’élément AJ m tü proportion-» 
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nelle à cet élément ôc au quarré du finus d’incidence. On 
remarquera enfuitc que /î la diredion du vent eft parallèle 
aux ordonnées P Mj cette action doit être exprimée pat 
a . Mm . fm* P M m = a ds 

Cela pofé , l’équation générale d’une corde attachée à 
deux points fixes ôc follicitée par .deux puilTances quel- 
conques A Ôc Keft ( 1 8 1 ) 

j/ {rdss-i-Xdy)r \ . rdy—Xdss 

— J ? — ; Ts — 


Or 


rdx -i- Xd y 
dt 


repréfente la force normale qui réfulte de 


toutes les puiffances, ôc qui dans le cas préfent = ‘ • 

La force tangentielle au contraire eft repréfentée par 
— ^ } ôc cette force eft nulle dans la fuppofition dont 

il s’agit ici. Donc l’équation de la courbe cherchée eft 
C'^ 7 ^) = O, qui a pour intégrale ^ ^ 

fubftituant la valeur du rayon ofculateur r = , on 

\dsj 

aura — ^ i d’où en intégrant C—y =-^î équa- 

d /• 


tion qui eft précifément celle d’une corde tendue par fon 
propre poids. Ainfi la courbure que le vent fait prendre à 
une corde ou à une voile eft précifément la même qu’elle 
prendroit en vertu de fa gravité. La feule différence eft 
qu’au lieu d’être vertical , l’axe eft placé dans la diredion 
du fluide J. 

Ces premières notions fur la réfiftance des fluides étoient 
néceffaires pour faciliter la mefure des effets qui en ré- 

Oo ij 
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Alitent dans le mouvement des corps : mais pour la facili* 
ter encore davantage > on confidere les corps comme de 
Amples points , ôc la réAAance du milieu comme une force 
tangeniielle toujours oppofée à la direftion du mouvement. 

377* Tous les fluides connus réfiftant aux mobiles en 
taifon du quarré de leur vîtefTe u , déAgnons par b la vîiefTe 
avec laquelle ils éprouveroient dans un milieu quelconque 
une réfidance égale à l’aâion de la gravité^. Nous aurons 
^ pour l’expreflion générale & la mefure abfolue de cette 
léfiftance. La quantité b dépendra évidemment de la den- 
Até du fluide ; elle ne fera donc confiante que dans le 
cas où la denfité même du milieu réfiflant ne variera point. 

Celle de l’air, par exemple, diminue fenfiblement à meAire 
que l’on s’élève dans l’atmofphete. Celle de l’eau diminue 
de même , à proportion que l’on fe rapproche de fa furface ; 
car perfonne n’ignore combien les eaux de la mer font denfes 
à de grandes profondeurs. Alors donc la quantité b doit être 
variable , & le coefficient que l’on appelle Vexpofant de. 
la réftftance , doit dépendre à chaque inftant de la pofîtion 
afluelle du mobile. 

378- Si pour une plus grande généralité on fuppofe la 
réfiftance du milieu proportionnelle à la puiflance m de la 
vîtefTe , ou ce qui revient au même , A on exprime cette 
réfiftance par , ce n’eft pas que dans la nature on 
trouve des exemples de cette variété. Le feul cas qu’elle 
femble nous offrir eft celui ou w = 2 ÿ les autres ne font 
que des hypothefes purement mathématiques , dont on ne 
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fait mention que par rapport aux conféquences remarqua- 
bles qui en réfultent quelquefois. 

379. Soit donc un corps mû fur une ligne droite en 
.vertu d une impulfion primitive ; la réfiftance que le milieu 
luioppofe, peut bien altérer fa vîteffe, mais non fa direc- 
tion. Appellant donc * l’efpace parcouru pendant le temps t 
depuis le commencement du mouvement, & fuppofant la 
lefillance du milieu proportionnelle au quarré de la vîteffe , 
on aura-^ pour l’expreflion de la force récardatrice. Donc 
fi la denfité de ce Huide eft uniforme , on aura du = — 


gu' dt du gdt J, . 


d U 


gudt 


iif 

bb 


bb 


Les intégrales de ces deux équations (ont ~ 

b b U 

lu — A — Soit A'Ia vîteffe initiale, alors / = o x=o, 
ce qui donne Au=iy„,B== L;donc^==^ 

V 0 0 U V 

g* 




V 

^ On aura donc au bout d’un temps quelconque r 


la vîteffe « 


bb 


g’ 


bb 

~v' 


y & l’efpace parcouru x — 


Le mobile ayant parcouru l’elpace x , on trouvera de 
même que fa vîteffe u = y t gj que le temps em- 

ployé à parcourir cet efpace r= ( f ‘ ^ «lou- 
vement du corps fera donc entièrement déterminé , & on 
voit que malgré la réfiftance du milieu , il fera continué à 
l’infini. 


^ 3 SO* Suppofons en général la réfiftance & la 
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denfité du milieu confiante; nous aurons </«=s— , 
6c en fubfiituant à la place àc dt, nous trouverons que 

iu = — — àx. Les équations du mouvement feront 
donc«”’”^i« = — dont les 


intégrales font 


— tr "* 


K*-’ 


* _ S * 

m é« - - - 1 _ m î“ » 

les prenant de maniéré que » 6c r s’évanouiifenc lorfque 
«= 

On peut, déterminer par-lk l’efpace parcouru au bout 
d’un temps quelconque r , 6c la vîteffe du mobile. Si m eft 
moindre que 2 , l’équation — voir que 
la vîteffe u efi zéro , ou que le mouvement doit ceffer lorf- 
que le mobile a parcouru l’efpace * = — . ^ ^ ; mais fî 
tn = 2 f ou s’il efi plus grand que 2 y cet efpace n’efi plus 
fini ; ainfi le mouvement doit durer à perpétuité. 

3 8 I • Cherchons maintenant quel doit être le mouve- 
ment d’un corps grave qui defcend du repos en ligne droite 
à travers un milieu uniformément denfe réfifiant en raifon 
direâe du quarré de la vîteffe. 

La force accélératrice étant alors la gravité 6c la 
force rétardatrice étant ^ on aura l’équation du =a 
dt y qui par la fubfiitution de ~ au lieu de df^ 

deviendra udti =Çg — i d’où on tire facile- 

ment gdt= ^ intégrales pri- 

fes de maniéré que u ^ x àc. t s’évanouiffent en même 
temps, font^r =^l^~ , 2 gx = Elles 
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— -tg» 

donnent pour refpace x une vîtefle u = bi/" {i — e tb ), 

LL IL* 

& un tempsf = -^/^f (e — i)^.Telles font les 

formules dont on doit faire ufage pour déterminer le mouve- 
ment des corps graves , quand on veut avoir égard à la ré- 
(iilance de l’air. 

382. Si le mobile a été lancé de bas en haut avec une 
certaine vîte/Te A', alors la pefanteur concourt avec la ré- 
/Ulance du milieu à retarder le mouvement. On a donc du — 
^ gdt — — ces équations 

féparées donnent gdx=x , qui 

en intégrant deviennent 2gx = .. y = 

^r«r tang ^ — Arc tang y , ou rang ^ = YbT^' 


équations donnent , au bout de l’efpace * , la vîtefle » = 

- \gx 

(^bb-^FF)^ bb) 6 c le temps employé à 

parcourir cet efpace eft r = — Arc tang — 

b lül/ . vv^ 

— Arc tang y/" {e bb -gj) — i ). 

383* Suppofant « = o, le corps ceflera de monter, 
iSc la hauxeur à laquelle il fe fera élevé , aura pour exprellion 
~ ^ Si par exemple la vîtefle F de projec- 

tion eft égale à i , ou eft précifément celle qui éprouve de 
la part du Buide une réfiflance égale à la gravité , la hau- 
teur à laquelle s’élèvera le mobile à travers un milieu ré- 
fiftant, fera à celle qu’il atteindroit dans le vuide , comme le 
logarithme de a eft à l’unité. Quant au temps néceflaire 
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pour monter à cette hauteur dans le milieu réliftant) il ell 
au temps que le corps employeroit dans le vuide, comme 
5,1^1 &c. e(l à 

Application de la théorie précédente à C expérience, 

3 84* D’après la théorie que nous avons expofée (3 58 ) 
il femble que l’on devroit conclure que la réfiftance d’un 
fluide fur la furface plane A qui lui eft préfentée direc-* 
tement , a pour mefure , Ai étant la rnalTe du mo- 

bile , A' fa vîtefle , & £> la denfité du fluide. Mais ce ré- 
fultat n’eft conforme à la vérité, qu’en ce qu’il fait voir que 
la réfiflance eft proportionnelle au quarré de la vîtefle ; 
car pour avoir la valeur abfolue de cette réfiftance , il fe- 
roit néceflaire de connoître la nature des fluides beaucoup 
mieux qu’on ne la connoit. 

38 5* Newton ayant pris l’expérience pour guide dans 
cette recherche , conclut de fes divers réfultats que les 
fluides réfiftoient moitié moins que la théorie précédente 
ne l'indique. Si la démonftration qu’il en donne ( Princ. 
Math. Lib.ll. Se£l. P^II) ne paroît pas aflez direéle , on ne 
peut nier du moins que fa concluflon ne foit conforme à fes 
expériences. Aufli croyons-nous devoir nous en tenir à fa 
théorie, en attendant que la Phyfique jette un plus grand 
jour fur cette matière. Il eft vrai que par de nouvelles ex- 
périences faites avec beaucoup de foin , la réfiftance des 
fluides ne parole pas fuivre exaâement le rapport de leur 

denfitd 
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denfité ni celui des furfaces qu’ils choquent : mais cela 
n’empêche pas que fa mefure , telle que Newton l’a ad- 
mife , ne fe vérifie d’une maniéré très-fatisfaifante , dans les 
applications que nous allons en faire. 

Ces applications font toutes relatives à la chute des corps 
graves dans un milieu réfiftant ; & comme les expériences 
qui vont être rapportées, furent faites avec des corps 
fphériques , il efi à propos de calculer d’abord la réfiftance 
qu’un globe quelconque doit éprouver dans un fluide. 

3 86. Soit donc a le diamètre de ce globe , D' fa den- 
fité; fon volume ferala’c, fa mafle aura pour expreflion 
jà'c. jy-y la furface de fon grand cercle fera exprimée 
par & par conféquent la furface plane yf qui éprou- 

veroit la même réfifiance que le globe fera (370). La 
formule de la réfifiance deviendra donc , en fubfiituant ces 

-V- 

Or cette formule ayant déjà été repréfentée par y* ,• 
nous pouvons en conclure que^ = j- . • "p; » d’où on tire 

^ = Il faudra donc connoître le rapport delà 

dcnfité du globe à celle du fluide, ce qui ne fera pas diffi- 
cile , en comparant le poids du globe à celui d’un pareil 
volume de fluide. 

3 87 » Au refie , on ne doit pas entendre ici par g la 
force de la gravité, ou lavîtelTe 30, 196 qu’elle commu- 
nique aux corps graves dans une fécondé ; car tout corps 
plongé dans un fluide perdant une partie de fon poids égale 
au poids du volume de fluide déplacé , fie cette partie 

Pp 
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étant ^ > il eft clair que g = ( i — 

3 g g. Nous avons trouvé ci-dcflus qu’un corps qui def* 
ccnd du repos dans un milieu réliAant ^ devoir parcourir 

- »g« 

' b ,C i "4“ ( I — e ^ ^ ) "T 

l’efpace x dans le temps * — n ' f" J* 

D„„c 

i —e bb) 

— » g» . -4" , 

{e b -M)‘ 




f * -t- 1 


A.e ~ 


g» 
e bb 


-t- I 


(f » -4-0* 


IL 

a e * 


r» 


^nli i donc enfin * = ^ 


la valeur de l’efpace parcouru au bout du temps t. 

S 8 9- Comme dans les différents cas que nous avons à' 
examiner , le temps eft de quelques fécondés, il eft clair que 

la quantité e ~ doit être un nombre affez confidérable j on 
peut donc (ans craindre aucune erreur notable rejettet dit 

„lcul le terme e^- >"'* * = T 

itQS — l^ = bt — — . o,tfpîi 472 i ce qui montre 

dija que le mouvement fera uniforme au bout de quelque* 

fécondés. 
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La quantité b eft , comme nous l’avons déjà vu , la plus 
grande vîtefTe que le mobile puIlTe acquérir dans fa chute ; 
£c quoiqu’à la rigueur il ne puilTe l’avoir qu’après un temps 
inBni , fa vitelTe cependant n’en différera , au bout de quel> 
ques fécondés que d’une quantité abfolument infenfible. 
Cela pofé> voici quelques expériences faites par Nevton, fie 
vapporcées dans la Seâion VII. Prop. XL de fes Principes. 

I. 

390* globe dont le poids dans l’air étoit de ij 5 
grains ^ ( livre Romaine ) fie dont le poids dans l’eau étoit 
de 77 grains, parcourut en quatre fécondés de temps , une 
hauteur de 112 pouces de Londres , dans un vafe plein 
d’eau de pluie. 

Commençons par réduire ces mefures à celles de Paris. 
Le pied de Londres eft à celui de Paris : : 8 1 1 : 854 ; ainfi 
la hauteur dont ce globe defeendit, étoit de 10^,13 pouces 
de Paris. La livre Romaine contient 66 grains de la livre 
de Paris ; 6c par conféquent l’once de la livre Romaine , qui 
en eft la douzième partie , contient $ ; 3 7 de nos grains. En> 
fin le grain de la livre Romaine qui eft la 480™^ partie de 
l’once, vaut 1,1 ^243 de nos grains. 

Toute réduâion faite , il fuit que le poids du globe dans 
l’air étoit de 1 80,07 grains, livre de Paris, ôc que fon poids dans 
l’eau étoit 88,74 grains. La différence de -ces deux poids, 
grains exprime donc le poids d’un pareil volume 
d’eau ; ôc comme la denfité de l’air eft la 8 jo'™* partie de 
celle de l’eau , il faut en conclure qu’un pareil volume d’aic 

Pp ij 
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pefe ou 0,11 grains. Donc le poids du globe dans le 
vuide eft de 180,18 grains, & le poids d’un pareil volume 
d’eau dans le vuide eft de p 1,44 grains ; donc ~ — 

391. On peut maintenant déterminer le diamètre du 
globe , d’une maniéré plus exa£te qu’on ne pourroit le faire 
par la méthode dire£te. Car A ce diamètre eft évalué en 
pieds , la folidité du globe fera ^ a*c pieds cubes. Or un pa- 
reil volume d’eau pefe pi,44 grains; & on fait d’ailleurs 
qu’un pied cube d’eau de pluie pefe 70 ft, ou 70.^21 5 
grains ; nous aurons donc 7 a’ f . 70 . pa i5 = p 1,44 ; d’où 
on tire ^ calcul par loga- 

rithmes donne 

Le = o,jp7i4pp 

£ 70 = i,84jop8o 
L IJ3(Î = 3,i8(S5pi2 
Somme = J,j28tf3P» 

L pi,44 = i, 9 <Îii 352 

= 3j5<Î7502P 

Ce logarithme fépond à la valeur de ; donc i, 1 8p 1 6jâ 
répond à la valeur de ÿ , & pour celui du diamètre même a 
nous aurons 8,8108324 qui répond à o,o<?45p pieds. Refte 
à calculer la valeur ~ — a . — = a. 

. 'La = 8,8108324 
L 6006 = 3,778j8j3 
Somme = 2,j8p4i77 
L 1143 = 3,o;8o45a 
Re/le = p,y3i37iS 
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pour le logarithme de Or^=x^i — ^30,ip5 =1 

. 30, ip 5 ; donc en fuivanc le même procédé , nous 
trouverons 

L 8874 = 3>P48iip4 

L 30,1 S)<S — »,479 P4 P4 

Somme = 5,4280688 

L 18018 = 

Rejle = 1,1723622 

pour le logarithme de ^ ; celui de ^ a été trouvé 
5,5313715; donc / = 0,7037337 , & lb= 0,3518669. 

Cela pofé, puifque nous avons l’efpace parcouru Af = ir — -y. 
0,693 1 472 , & que 1 = la fuite du calcul nous donnera 

tb = 0,3518669 
Lt = 0,6020600 

Somme = 0,9539269 

r .... 

Ce logarithme répond à 8,9935 ; donc bt = 8,9935 pieds. 
D’ailleurs nous venons de trouver qûè le logarithme de — 
étoit9,53i37i5 ; celui de 0,6931472 efl 9,8408254 ; donc 
/(■y. 0,6931472) = 9^372 i9 <îpj &y . 0,693 &c. = 
0,2356. Donc enfin l’efpace que ce globe devoir parcourir 
en 4" eft de 8,7579 pieds , lefquels réduits en pouces don- 
nent 105,0948 pouces. Il en parcourut 105,13, fuivant 
l’expérience de Newton. Ainfi la théorie eft parfaitement 
d’accord avec l’expérience. 

II. ’ r 

i 

392. Un globe dont le poids dans l’air étoit ■ de 
grains j , ( livre Romaine ) & de 5 grains 7^ dans l’eau , 
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defcendit en i y" de la même hauteur ; 1 1 » pouces de 
Londres. 

En multipliant ces poids par i,i y24j , on a 87,97 grains 
de Paris pour le poids du globe dans l’air , 6c y -f grains pour 
fon poids dans l’eau. La différence ou le poids d'un pareil 
volume d’eau eft 8 2, 14 donc la 8yo'"“partie ou 0,09 eft le 
poids d’un pareil volume d’air. Donc le poids du globe dans 
le vuide eft 88, o5 grains , ôc le poids d’un pareil volume 



nous aurons donc 


Log du Numé. = y,y28(Jj9i 
Log . du Dén . — i,9>yoj03 

L . — 3,5135088 

L • ' i,204y3^d 

= 8,79y4537 

Calculons à préfcnt la formule ~ 

L 70448 = 4,8478587 
La . . . = 8,79y4537 

Somme .,, = 3><5455J2^ 

L 24559 = 4 .?Pa»f t; 

Rejle ,,, =* 9,2y 11809 

pour le logarithme de Or ^ ; donc 

3sa l 30,195 — / 86o5 


i 
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L 583 = 2 ,"j 6 ^ 66%6 

L ^ 0 , 1^6 = »> 47 PP 494 ’ 

Somme n ^,245^180 
L 88otf = 5>944778 t 

Rejie == 0,30083^3 

D’ailleurs nous venons de voir que/-^= p,2yii8op; 
donc ajoutant le logarithme de g, on aura celui de b i> =» 
ip,;p0202 , dont la moitié P, 7760101 fera le logarithme 

de i. Or l’efpace parcouru x = bt ^.o,6p3i472, fie 

le temps t employé à le parcourir = 1 5" ; il fera donc 
facile d’obtenir le dernier réfultat de notre calcul en pro- 
cédant de la maniéré fuivante : 

L 3 = P, 7760101 Z- =p,2yii8op 

■f* = i}i 7 ^oP *3 i o,6p3 ficc. = p,84o82J4 

Somme = o,p 521014 Somme = p,op 20063 

Le logarithme o^pyaioi^ répond à 8,pyy7 ; le logarithme • 
p,op2o63 répond à 0,12363 la différence de ces deux nom- 
fcres eft 8,8321 pieds ou 105, p8 pouces. Ainfi la théorie 
cil encore bien conforme à l’expérience , puîfque la hau- 
teur parcourue fut de 105,13 pouces. 

III. 

393 * Les deux expériences que nous venons de rappor- 
ter, furent faites dans l’eau. Celle qui fuit, fut faite dans 
l’air. 

Un globe de verre pelant 483 grains dans l’air, employa 


t 


Digitized by Google 


^04 TRAITÉ 

8" j à tomber du haut de l’églife de Saint Paul de Londres, 
c’eft-à-dire , d’une hauteur de 220 pieds d’Angleterre. Son _ 
diamètre étoit de j pouces. Réduifant le tout à nos mefures 
on trouvera que ce globe pefoit jy<J,23 grains; qu’il avoir 
0,391 1 1 pieds en diamètre , & qu’il parcourut en Z" \ une 
hauteur de 2o5 pieds Voyons donc fi la théorie précé- 
dente donne cet efpace pour réfiiltat. 

Le diamètre de ce globe étant 0,39111,1e poids d’un 
pareil volume d’eau eft jca’ . 70 . 92KÎ dont la Sjo*” par- 
tie ou 23,774 grains eft le poids d’un pareil volume d’air. 
Le poids du globe dans le vuide efi donc de 580 grains , ôc 


U ç3o S ^ 


Pi 

D »5'77 

aura donc 


bb 


* ^ 

T'* 


PI 

D 


7I/}» 


0,39111. On 


L 4^40 = 3 ,(îé 5 yi 8 o 
L 0,39111 = 9,79229^0 

Somme = 3,2^88140 

L 71,32 = 

Rejle = i,40j5o27 


pour le logarithme de — ; & puifque ^i — 30 ,ï^4 

c= - . 30,190, on trouvera 

1 yyé ,23 = 2,74f2;44 ' ' ' 

L 30,195 = i, 47PP4P4 

• .. . Somme = 4,2252038 

L 580 = 2,7534280 i ' 

ReJIe = 1,4517758 • ; 

pour le logarithme de ^ , auquel ajoutant celui de —,ott 

aura 
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aura 1,8573785 pour le logarithme de b b. Celui de b fera 
donc 1 , 43358 ^ 2 , qui étant ajouté à'/ 8", 2 = o,p 1 38 1 38 
donnera Ibt = 2,3475030. Or ce dernier logarithme ré- 
pond à 222,59 pieds ; refte donc à fouftraire de cette va- 
leur celle de o,5p3 1472 , pour avoir celle de x, 

L s= 1,4055027 
L o,5p3 &c. = 9,8408254 

Somme = 1,2464281 

qui répond à 17,54 pieds; donc a: = 204,95 pieds. La dif- 
férence eft ici d’un pied & demi ; mais comme deux tierces 
de plus ou de moins dans la mefure du temps peuvent pro- 
duire une erreur d’un pied dans de pareilles expériences , 
on doit regarder la théorie comme étant Aidifamment 
exaâe. 

IV. 

3 94* I^c^ton rapporte plufieurs autres expériences fur 
la chute des corps graves , & une entr’autres qui fut faite 
dans l’air avec une velCe qui avoir la forme d’un globe , 
& qui pefoit ppgrains 1 . Son diamètre étoit de 5 pouces , 
6c elle mit 2.x" ^ à defcendre du haut de la coupole de la 
même Eglife , qui a 272 pieds d’élévation. 

Commentons à l’ordinaire par réduire ces mefures aux 
nôtres. Un globe de 0,39111 pieds de diamètre, & de 
1 14,24 grains de poids eft tombé en 2 \"^ d’une hauteur de 
255 pieds y. Cherchons enfuite la valeur de x. 

Puifque le poids d’un pareil volume d’air eft de 23,77 

Qq 
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grains , comme nous l’avons déjà vu dans l’expérience pré- 
cédente , il fuit que le poids de cette veflie dans le vuide 
eft de 138 grains. On a donc s= — , 

l}8 j<8 / ’ V \ , 

— .o, 3 piii = — .o, 3 piii...^=(i — p)30,ip5 
s= . 30, ipé. Cela pofé , le calcul va de fuite. 


L o,3p III ï= 
L 3^8 = 
Somme = 
L 23>77 =» 
= 

, g 

L o,ép3 &c. = 
Somme = 

T tb 

L — i= 0,782 ii4( 
L 114,23 = 2,oy7785i 
L 30,ipé = t, 47 P P 4 Pl 
Somme = 4,5ip8joi 
138 s= 2,1 3p8 7pi 
Rejie = 2 ,I 7 pp 7 io 


p,yp22p^o 
2,^5^8478 
2,1 j8 1438 
i,37éo2p2 

O, 7821 145 

P, 84082^4 

o,622p400qui répond à4,ip7 

I L bh =■ 2 ,i 7 pp 7 io 
L b — i,o8pp8jj 
L t = 

L b t 2,4147822 
Ce log. répond à 2j’p,887. 

2;p,887^4,ip7 = 25;,6p. 


Le mobile devoit donc parcourir 2^ ^,69 pieds en 21%. Or 
il en parcourut fuivant l’expérience ; le réfultat de la 
théorie ne diâfere donc de celui de l’obfervation que d’un 
demi-pied ; & on voit bien que la plus petite inexaditude 
dans l’obfervation peut avoir occaHonné cette différence. 

L’efpace que ce mobile auroit parcouru en même temp# 
dans le vuide eût été de 5737 pieds , ce qui montre à quelles 
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erreurs on ferolt expofé , fi dans ces fortes de mouvements 
on nëgligeoit la réflllance de l’air. 

f 395 * Cherchons maintenant la trajedoire d’un pro- 
je£Ule qui ayant été lancé fuivant une direûion quelconque 
dans un milieu réfiftant , feroit continuellement follicité pat 
la gravité fuivant des direûions parallèles. 

Soit a l’angle de proJecUon , ^ la hauteur due à la vîtefle 
de projeélion , v la hauteur due à la vîteflTe du mobile en 
un point quelconque , la réfiftance du milieu proportion- 
nelle au quarré de la vîteffe , on aura pour l’ex- 

prefllon de la force horizontale retardatrice , & ^ -4- f- 
pour la force verticale retardatrice : d’où on tirera les équa- 
tions fuivantes 


qui mènent à celle-ci, iu-f- - 4 - = o. 

= Ainfi la première équation peut 

être mife fous cette forme ^-4- 2 if (J^') • «iont 

/ 

l’intégrale eft 2 ^ C, ou r * = C, ou 

/ 

Soit donc maintenant dy = pdx , on aura z/e * =s 
/ / 

C(i-i-pp), ..dve -4,-^e * = 2 Cpdp...dv~¥‘-^* ~ 

M / * 

t * . 2C P dp = — i/y(parla troifierae équation ) =—pdXf 

Qq*j 
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/ 

ou f “H 2Cdp=s O. Multipliant par Ÿ " ( H-/’/’) = 
/ 

il viendra ds ,e •+■ iCdpV ( >-4-/’/') ~ o, donc 
/ 

l’intégrale eft ^ Cf^/"(i- 4-pp)-4- 

s 

= C'. Subflituant — à la place de ? * & féparant , ou 
aura 

d X —dp 

** ^ — pv'(i H-fp) — /(P +K H-PP) 

Pour déterminer les conftantes , reprenons l’équation 

-X 

J x' '’T* • • • 

V . -jj;- s=C. e * ; & nous aurons au point de pro;e£Hon 
d X = d s cof a,.,s=so...v=^ h", donc C = h cof^ a. 
Nous aurons aulïï à ce même point p — tang a. Donc l’équa- 

X 


tion 


^ e * “4- C P y. I -+- PP -+- Cl {p -4- 1 


PP) 


= C', donnera — = 


fmë 


h cof * a 


coJ’’ a 




l’équation de la trajedoire deviendra 

dx —dp 


1 h 


Afo/» 


"+■ ^C-^) - K? + Pt) 


exprelTion qu’il n’eft pas pofTible d’intégrer en général par 
aucune des méthodes connues. 

396. Si le milieu réfifte peu , comme l’air , k fera une 
quantité très grande , & fi en même temps la hauteur A due 
à la vîtefie de projefHon eft très-petite , la quantité 
fera très-grande ; enforte que fi on réduit le dénominateur 
en une férié convergente , il en réfultera du moins une Inté- 
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gration approchée. Mais ce n’eft point là le cas donc il 
e’agit principalement dans la Ballijiique, parce que la vîteflé 
des projediles étant prefque toujours fort grande, h de*^ 
vient comparable à k. 

397' Cependant (i l’angle de projeûion eft petit , on ob- 
tiendra facilement l’approximation fuivante. Comme p eft une 
quantité alTez petite, on peut, au lieu d’intégrer exaâemenc 


l’équation 2 Cdp\^ i-^pp-^-e * dr=o, réduire \/ ^-^pp 
en une férié convergente i -4- — tttP* 

•4- &c, ce qui donnera 

fdpYi-^PP= C" -i- p~i-ip>^ i^p^^h-p^ — Scc. 
Or cette intégrale devant être prife de maniéré qu’elle s’é- 
vanouifle lorfque p =» tang a , on auraC" = — tang a — 
^ tangua -t- ~ tangua — &c. Donc l’équation de la trajec- 
toire fera 


dx 

k 


-.dp 


-t- taxga — - ^ ( /axg’a—p') Stc; 


a h cof'-a 


Et fi l’angle de proje£Hon eft petit , on pourra négliger 
les puifiTances fupérieures de rang ^ & de />, & pofer pour 
première approximation ~ = — r Zlll , 

-T — TT ■+• ""t * “ p 
ih cof^â 

^ h 

L’intégrale de cette équation eft C = / ^ ihcof^a 

tang a — p ) i & puifque tang a=p y lorfque x = o ,, on a 

C='— 

X ^ 

if * — I ^ tanga p). Donc p = tang a- ~ 
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f * — i) = , ou rfy = 4H- 

X 

;j^,^'^àx,donxl’mtégtzlc c&y ==(tanga^ zéra)*^ 

X 

■ ^ ( f * — I ). C’eft l’équation de la trajcûoire. 

398 * Repréfentons-là par une courbe ylMBy 6c di- 
minuons les ordonnées , de la quantité NP = CA =a 
* enforte que le point C foit l’origine des abfcifles $ 
6c que la ligne Af iV foit l’ordonnée : nous aurons pour l’é- 
quation des coordonnées CJ\^ (x) 6c M N (y) , 


Menons par le point C la droite C Q qui fafle avec CNurl 
^ngle C dont la tangente = tanga~^~ * , on aura ^ M 

=x{tang a -h ) , & par conféquent QM = ^- 5 ;^ eT, 

Oi X = CQ. cof C ; donc entre CQ 6 c Q Ai que l’on peut 
appeller *'ôcy, on aura l’équation 

x'cofS 

, _ — J- 

^ i h cof‘‘ a ^ • 


D’où il fuit que la courbe A une logarithmique qui 1 
pour afymptote CQ , 6c dont les ordonnées verticales font 
avec cette afymptote un angle dont la cotangente=MMg a -f* 
\hcof‘^a > foutangente de cette courbe étant 
Le point 0 le plus élevé fe trouve en fuppofant p — Ot 

X 

k\ontanga — ^f^Je‘^ —\) = Oyicxr=kl(^\-^'‘-^)i 
donc cette plus grande élévation 0 L *= { k tang a 'ip 


t 

« 
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/(i -H ^ * fan^a. 


3»i 


L’amplitude ^ B 
alors X ( tang a -f» 


fe détermine en fuppofant y = o\ car 

M 

k V T 

ihro/*4i/ ih copâ ““ * ) » OU 


î L = 1 < Mais cette équation ne peut fe ré- 

X k ‘ 


A 

foudre que par de fauflfes poHtions. 

SÇ 9 ‘ Voici maintenant quelques expériences fur lef- 
quelles nous allons effayer la théorie qui précédé. Elles ont 
été faites avec un canon de 2^ chargé à de poudre. 


ANGLES 
DE Projection. 

AMPLITUDES 

OBSERVÉES. 

I* n' 

500 T. 

4 

820 

'S 

\6ts 

20 

1740 

*S 

iSay 

30 

ipio 

5 S 

2020 

40 

20 $Q 

4f 

2200 


Mais il faut auparavant déterminer la quantité or nous 
avons repréfenté la réfiftance par ^ ou Ainft k eft la 

moitié de ce que nous avons défigné par ~ ( 58^ ), On a 
donc4 = f . a' étant le diamètre du boulet. 
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Le diamètre des boulets de 24. dont il s’agit eil de 
J pouces J ou de toifes. La denfité de l’air eft à celle 
du fer fondu dont on fait ces boulets : : i : 5047. Donc 
j{r = -4 , ^047 = 5op,577 toifes; ôc pat conféquent 

/><■ = 2,78jopp8. 

Déterminons maintenant la quantité h ou la hauteur dûe 
à la vîteffe de projeéUon. Dans la première expérience 
l’angle de projeftion eft de 1° ii* = a , l’amplitude obfervéc 
X eft de 5 CO toifes, c’eft la portée àt but en blanc y ainfl 
nommée parce que dans une piece de 24 , la ligne de mire 
fait avec l’axe de la piece un angle de 1° 11'. Cela pofé 
toutes les quantités qui entrent dans l’équation fondamen- 


tale- 


1 


hjtnia 


fe détermineront alfément. 


e* eft le nombre dont le logarithme hyperbolique eft 
ou dont le logarithme ordinaire eft j x o,4342p4j 
X o,4342p4j = 0,2137005, Ce nombre eft donc 


300 
609y677 


I,55j5883 


. Or 


L 0,5355885 = P, 8032442 
L ~ p,5p202l 5 

Rejle. . . . 


= 0,1 112227 


K J 

c’eft le logarithme de £ — - — , lequel répond à i,2pi882'â 

T 

Donc 
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Donc = o,2pi882} & en continuant le calcul, on 
trouvera 

L 0, 2^1882 = P»4^J2073 
L fin 2° 22' = SjtfijSpip 

Refie = 0,8493153 

c’eft le logarithme de celui de k eft 2,78^0998; donc 
/A= 3,5344151 ; donc ^=4309 toifes. 

Un calcul abfolument femblable , pour l’expérience faite 
fous l’angle de 4®, donnera h = 4853 toifes. Sous l’angle 
de ij°, il donne A= j 25 i. Le milieu entre ces trois ré- 
fultats eft A = 48 1 1. On peut donc fuppofer que la hauteur 
due à la vîtelTe de projeâion étoit de 4811 toifes dans ces 
diverfes épreuves , & que par conféquent la force de la 
poudre donnoit au boulet une vîtefte de 1320 pieds ou 
de 220 toifes par fécondé. Cette valeur étant ainfi déter- 
minée , calculons les amplitudes que la théorie donne pour 
les différentes inclinaifons marquées dans la Table précé- 
dente, ôc voyons fi elles s’accordent avec les portées ob- 
fervées. 

I. 

Pour la portée de but en blanc , fous l’angle de pro? 

X 

pT _ J 

jeûion 1® ï 1', l’équation à réfoudre eft = i -t* 

ftn 2® 22', “T 


Rr 
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L 4811 = 3/83137! 

L k = 2,78yopp8 

Ly = o,8p8o373 

L y»» 2® 22' = 8,5ij8pio 


Somme = p,ji3p283 

f * — I 

ce logarithme répond à o,32(S'y3 ; donc — — = i >32^53» 

iL T 

.fc — , 

= i,2p8. L’erreur eft 28 en 


„ . » e' 

Soit J = 0,5 , on aura — 


X 

T 


moins. Soit y = 0,5 1 ; on aura e * — 1,66^ . . . 


e*- 


1,304. L’erreur eft 22 en moins. Ainfi on dira, la diffé- 
rence des erreurs 6 eft à la plus petite erreur 22, comme 
la différence 0,01 des ruppofttions eft à un quatrième terme 
0,03 é. Donc y = 0,546. , 

— e'*' — I 

Soit y = 0,55 ; on aurae * = 1,733253 . . . . =3 


1,3332. L’erreur eft 67 en plus; & en faifant y = 0,54 j 

X 

JL ^ 

on trouvera e* = 1,724608,, -= i,32p5. L’erreur 


X 

IT 


eft 30 en plus; ainfi on aura la proportion fuivante 37 : 
30 ; : 0,005 : 0,004 , ce qui donne y = 0,541 ; & comme 
cette valeur eft affez exacte , on aura pour l’amplitude cher- 
' chée 0,541 ,^ = 330 toifes. 
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IL 


ï 


Pour la portée fous 4®, l’équation eft — - — =i~hhjin 8®, 


k 

& pour abréger nous la mettrons fous cette forme y = » 
-4- hfini°i cela pofé , 

L± =z o,8p8oj7J 
Lfm8° = 5>,i43n?? 

Sor.me =■ 0,0^1^926 


logarithme qui répond à i,iooy ; donc^ = 2,iooj. Soit j 

X 

e= f ; on aura f * = 3 ,7»? 3 5. . . = a,op j 2 ; ainfi l’erreur 

X 

fera 53 en moins. Soit y = i,3J ; on aura e 
y = 2fii66 : ce qui donnera 16 1 pour l’erreur en plus. On 
dira donc 2,4: y3 : ; : 0,004128. Donc y = 7'+' 

0,004128 = 1,3375* •• * = 8ij toifes. 

III. 

Pour la portée fous 15®, l’équation eft^ = i-t- ^Jin 30®! 

X 

^i-t-T.y= 4 ,P 537 - Soity=2,5; on aura = 12,18... 
y = 4,472. L’erreur eft 482 en moins. Soit y = 2,(S ; on 

X 

aura e^ = 13,4^4 . ... y = L erreur eft i 5 o en 

moins. On aura donc la proportion 322 : 160 : : o,i : o,oyj 
ce qui donnera y = 2,55. 

Soit y = 2,^5 ; on aura e *= 14,15404. = 4 jP*^ 3 S» 

Rr ij 
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L’erreur eft loi en plus. Soit-i =2,(54; aura 
14,01320. . .3/ = 4,p2p2. L’erreur eft 243 en moins. Ainfi 
34(5 : 24; : : 0,01 : 0,007; d’où on tirera j= 2,(547. . . . 
X — 1(5 14 toifes. 

IV. 

Pour la port( 5 e fous 20°, l’équation eft j» = 1 + 40“^ 

On aura donc 

L-^.. = o,8p8o373 
LJ/«4 o®= p, 808057 j 
Somme = o,jo6 1 048 

logarithme de 3,0828. Donc y = 5,0828. Soit 4 = 3 J 
on aura f *" = 2 o,o 85 . . .y = 5,35. L’erreur eft 28 en plus,' 

X 

Soit 4 = 2,p ; on aura ^ = 18,173. . . 3; = 5,92. L’er- 
reur eft i 5 en moins. Ainfi on dira 44 : i5 ; : o,i : 0,037 5 
ce qui donne y = 2,937. . . x = 1751 toifes. 

V. 

Pour la portée fous 23®, l’équation eft 3» = n- 4 /» 30"^ 

Ly. = 0,8980373 

Lftn^d^— 9,8842340 
Somme = 0,7822913 

logarithme de 5,03747. Donc 3/ = 7,03747. Soit 4= 3,1 i 
on aura <■''= 22,198 ... y z=z 5,839. L’erreur eft 218 en 

X 

moins. Soit j- = 3,2 ; on aura f* = 24,333. ..3/ = 7,334< 
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L'erreui ell 2^7 en plus. La proportion jiy:2i8::o,i: 

0,0425 donnera 5,1425. .. x = ipi 5 toifes. 

VI. 

Pour la portée fous 50% on aura par un calcul tout-à-fait 
femblable 

Lj.. = o,8p8o575 

Lftn 60° = $,937U°<S 
Somme = 0,855^579 

logârithme de 5,8481. Donc 5^ = 7,8481. Soit j = 5,5 » 
on aura e 27,1 1. .. y = 7,51. L’erreur eft 7 en plus. 

X 

Soit J = 5,2 J ; on aura f * -= 25,7p. . .^=7,55. L’erreur 
eft 22 en moins ; & la proportion 2p : 22: : o,oy : 0,03^ 
donnera L = ^^288. . . .t = 2005 toifes. 

VIL 

Pour la portée fous 3 5°, on aura de même 

Ly.. = o,8p8o575 

L fin JO** = p,P72p8y8 
Somme = 0,8710251 

logarithme de 7,43o5. Donc y =s= 8,4305. Soit L = ^ 

X 

on aura f = 2p,p54 . . . = 8,y ip. L’erreur eft 88 en 

X 

plus. Soitj = 3,3p ; on aura f * = 29,666. . .y — 8,455, 
L’erreur eft 25 en plus. On aura donc 6j : 25 : : 0,01 ; 
0,004 ; 6c retranchant ce dernier terme de 5,5P , on 
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trouvera que J = 3,385 * =, toifes. 

VIII. 

Sous 40® L ^ = 0,8580575 

L fin 80® = P, 9555 P? 

Somme = 0,8513888 

logarithme^ de 7,7873. Donc y = 8,7873. Soitj = 3,4^ 5 
on aura 31,3004. . .)> s= 8,841. L’erreur eft 34 en 

X 

plus. Soit y = 3,44; on aura <r 31,187.. . ^ = 8,773, 
L erreur eft 1 2 en moins. Ainfî la proportion 66 : 1 2 : ; 
0,01 : 0,0018 donnera-^ = 3,4418. . . * = 2058 toifes. 

IX. 

Sous 43° on a ^ = 7,5073. Donc_y = 8,5073 ; & fi on 
fuppofe .J = 5,43 , on trouvera y = 8,841. L’erreur eft 
66 en moins. Soit y = 3,45 ; on aura y = 8,5055. Ce nom- 
bre eft affez exa£l , & on en déduit 2110 toifes pour la va- 
leur de X. 

Mais afin que I on puiffe comparer plus facilement les 
réfultats de l’expérience avec ceux de la théorie , nous joi, 
gnons ici la Table fuivante^ 
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ANGLES 

DK PkOJICTION. 

PORTÉES 

OSSZRVÉES. 

PORTÉES 

C A LC V L éwS, 

DIFFÉR. 

1“. Il' 

300‘ 

330 

- 4 - 30 

4 

820 

815 

— S 


i 5 ?J 

i5i4 

— 61 

20 

1740 

I7pi 

-f- yi 


182; 

ifiid 

-f- pi 

30 

i;)io 

200J 

-f- py 

3 S 

2020 

20<Î4 

•f. 44 

40 

2oyo 

20p8 

•4- 48 

4 J 

2200 

2110 

— po 


Elle a été calculée pour la fuppofition que la force de la 
poudre imprimoit aux boulets une vîtefle due à une hauteur 
de 4811 toifes , ce qui eft le milieu déduit des trois pre- 
mières obfervations. La piece étoit de 24 , & la charge de 
poudre étoit de p , comme nous l’avons déjà dit. 

Or en comparant les portées obfervées avec celles que 
donne la théorie approchée dont nous nous fommes fer- 
vis , il eft aifé de voir qu’elles s’accordent fuffifamment , 
d’autant plus que ces fortes d’expériences ne peuvent 
gueres être faites avec toute l’exaflitude dont on auroit 
befoin pour vérifier une théorie. Quelques foins que l’on 
prenne pour rendre tout égal dans ces épreuves , il arrive 
fouvent que fous le même angle ôc avec la même charge , 
les portées different de jo & même de 100 toifes. La plus 
grande différence que nous avons trouvée eft de toifes 
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qui font à-peu-près la vingtième partie de la portée ! 
encore l’erreur paroît-elle venir ici de l’expérience. Quand 
bien même en effet l’angle de la plus grande portée feroit 
dc4y°, ce qui eft tout au moins douteux , la différence des 
portées que donnent & 40“, devroit être moindre que la 
différence de celles qui répondent à 40 & à 3 j°, comme 
on le fait par la nature des Maxima. Ainli la portée fous 
4 devroit être moindre que 2080, au lieu que l’expérience 
la donne de 2200 toifes. ] 


SECTION IL 


Du Mouvement d'un Corps sur une Ligne 

DONNÉE. 


400. Nous fuppoferons i® que le mobile eft un point 
phyfique d’un volume infiniment petit. 2®, Que la ligne fur 
' laquelle il fe meut , ne lui permet point de s’écarter d’aucun 
côté , comme le feroit par exemple un canal dont le diamètre 
feroit égal à celui du corps. 3® , Qu’au-dedans de ce canal ,■ 
le corps peut fe mouvoir librement , fans éprouver le moin- 
dre frottement de la part de fes parois, 

401. Un tel canal ne pourra donc détruire que les 
mouvements qui lui font perpendiculaires ,& par confé- 
quenc la réfiftance provenant de cette caufe s’exercera 

coucq 
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toute fuivant la perpendiculaire à la ligne ddcrice , de ma- 
niéré qu’il n’cn rdfultera aucune force tangentielle pour ^ 
altérer la vîtefle du mobile. Donc fi le corps fe meut en 
vertu d’une impulfion primitive , & fi fon mouvement n’eft 
troublé par aucune force accélératrice , quelle que foie la 
courbe fut laquelle il fera obligé de fe mouvoir , il aura 
par-tout la même vîtefie , 6 c décrira par conféquent des arcs 
égaux de cette courbe en temps égaux. 

402. Mais fans avoir recours à un canal exempt de 
frottement , on peut faire mouvoir un corps dans toute ligne Ffc. 
donnée, en fuivant le procédé du célébré Huyghens. Soit 
iW la ligne dont il s’agit , B A' fa développée , AI N le 
rayon ofculateur au point AL On prendra un fil inexten- 
fible MN C que l’on attachera par un bout au point C de 
la développée , de façon qu’il puifle s’appliquer fur la lame 
CAI B. On l’attachera par l'autre bout au mobile , qui dans 
fon mouvement fera forcé de décrire la courbe donnée 
yl AI. 

Or un mobile ne peut être ainfi contraint dans fa direc- 
tion , fans qu’il n’en réfulte une prefiion continuelle fur la 
ligne de fon mouvement , ou ce qui eft la môme chofe, fans 
que le fil de la développée n’éprouve une certaine tenfion. 
Donc fi on appliquoit en fens contraire une force égale à 
cette prefiion , le mobile décrirolt bien la même courbe ; 
mais alors fon mouvement feroit libre. > 

Suppofons qu’il ne fe meut für la courbe AI qu’en 
vertu de quelque impulfion primitive , fans être trou- 
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blé par aucune puIfTance , fie appelions F la force de prefTion 
qu’il exerce fur la courbe AM fu.ivant la perpendiculaire 
NM. Si cette force confidérée comme force accélératrice 
étoit imprimée au mobile , dans la direction oppofée MN , 
la trajedoire AM. feroit décrite d’un mouvement libre. Or T 
étant la force normale , a pour valeur ( 280 ) le quairé de 
la vîtefTe uu divifé par le rayon ofculateur 

C’eft donc aulTl la valeur de la preHion fur la courbe j ou 
de la tenfion du fil , nommée communément force cen- 
trifuge. Cette dénomination vient de ce que le mobile ten- 
dant par fon inertie à fe mouvoir uniformément fit en ligne 
droite , ne peut être contraint à décrire une ligne courbe , 
fans faire un effort continuel pour s’échapper par la tangente, 
& s’éloigner du centre de fon mouvement. 

403. La force centrifuge ell donc égale au quarré de 
la vîteffe divifé par le rayon ofculateur. Elle efl à la force de 
la gravité comme la hauteur due à la vîteffe du mobile efl 
à la moitié du rayon ofculateur. 11 ne faut pas croire pour- 
tant que la force centrifuge dépende de la gravité ; car le 
mobile prefferoit encore la ligne fur laquelle il fe meut , 
quand bien même la gravité n’exifteroit pas. 

404. Quelles que foient d’ailleurs les forces qui folli- 
citent un corps dans fa trajeûoire , on pourra les réduire à 
deux , l’une tangentielle T, l’autre normale A/. La première 
altérera fa vîteffe , fie on aura g dv=^T d s\ la fécondé 
produira la preffion fur la courbe décrite y fit lorfqu’elfe 
agira dans le même fens que la force centrifuge ^ , 1 « 
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preffion totale fera -+- N : mais fi elle agit en fens con- 
traire , la preffion ne fera plus exprimée que par ~ — N. 

Dans ce dernier cas , la prcfiîon deviendra nulle lorfque 
'N fera égale à ~ , 6c pat conféquent le mobile décrira li- 
brement la ligne donnée. Aufli eft-ce là l’équation que l’on 
a pour les mouvements libres. 

405 * Au moyen de la formule g d v = Td s , & de 
l’équation connue de la courbe , on trouvera la vîtefie 
du mobile en un point quelconque. Le temps fe déterminera 
. en intégrant ; 6c la preflion fur la trajectoire fera expri- 
mée par-^ ± A'. Mais ce dernier élément n’eft pas nécef- 
faire pour connoître le mouvement. 

406. Soit B A/ la ligne donnée , P fon axe, AT ôc K Fie. 
les deux forces accélératrices dirigées , l’une fuivant MN 
parallèlement k yî P , l’autre fuivant P M. Soit P la pref- 
fion totale fur la courbe fuivant la perpendiculaire 0 M. 

Si on applique cette force en fens contraire fuivant Af O, le 
mouvement deviendra libre. Décompofant donc la force P 
fuivant MO en deux , la première dans le fens de M N , 
la fécondé dans le fens àe M Qy on aura pour l’une , ôc 

P d X • " ^ 

-jy pour l’autre. D’où on tirera , 

= 

Subftituant — au lieu de dr, on aura 

Xd s ^ Pdy^u d =ui4 d (—') -i-u d H . 27 > 

Y ds — P dx = U nd -hndu . 

S f ij 


l 
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Multipliant la première par é/a: & la fécondé par ày , 6c ajou- 
tant les produits , on. trouvera { X d x -i- Ydy) d s => 
-f- (-J^')^-hud«ds, ou udu => 

Xdx-^Ydy qui revient à l’équation gdv—Tds. , 

Pareillement fi après avoir multiplié la première par dy , 
la fécondé par dx, on retranche les produits , l’un de l’au- 
tre , on aura {X dy Ydx j d s P ds* = u'ds 


= <f;>OrIe,a,on 


ofculateur R “7TT"* P = ^ -t- 

^ 

équation qui fait voir que quand même il n’y auroit aucune 
puifiance. accélératrice , la prelllon fur la courbe n’en 
feroit pas moins exprimée par ^ . Elle fait voir aulfi que 
dans le cas où il y a de ces puifiances , la preflion fur la 
courbe par la force centrifuge , eft augmentée de la force 
normale , lorfque fa direfticn eft la même que celle de 
la force centrifuge , 6c qu’elle eft diminuée de cette même 
force lorfque fa direQion eft oppofée. C’eft précifément ce 
que nous avons trouvé en confidérant le mouvement d’une 
autre maniéré. 

Voilà en peu de mots la méthode générale de calculer 
le mouvement d’un corps fur une ligne donnée. Nous 
allons l’appliquer à quelques cas particuliers. 


A pplicatlons de la Théorie précédente. 

407. Suppofons qu’un mobile foit fufpendu pat 
un fil attaché à un point fixe. Si on frappe ce mobile 
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fuivant une direâion quelconque , il ddcrira nécelTaire- 
ment une circonférence de cercle autour de ce point , ôc 
U la décrira uniformément, H on fuppofe qu’aucune puif- 
fance ne trouble le mouvement imprimé. Soit fa vîtefle , 
qui fe trouve en décompofant la vîteffe imprimée en deux 
autres , l’une perpendiculaire au rayon , l’autre fui- 
vant ce rayon. Soit F la tenfion du fil , ou la force cen- 
trifuge , foit R le rayon du cercle. On aura donc F =* 
— , ou plutôt F= — fl Al eft la maffe du mobile, par- 
ce que — n’eft qu’une force accélératrice , dont l’effet eft 
la vîteffe que peut imprimer la force centrifuge. 

Pour connoître donc l’intenfité véritable de cette puif- 
fance , il faut multiplier — par la maffe du corps. Ainfi /a 
force centrifuge ejl au poids du corps comme la hauteur 
due à la vîteffe ejl à la moitié du rayon. Si on fuppofe , 
par exemple , la vîteffe du mobile due à une hauteur de 
40 pieds , 6c le rayon du cercle de 10 pieds , la force cen- 
trifuge ou la tenfion du fil fera au poids du corps , com- 
me 8 eft à l’qnité. 

40 g. Soit Fie temps périodique du mobile, on aura 
F" = , & la force centrifuge F— La force cen, 

trifuge ejl donc proportionnelle au rayon du cercle direSlement , 
& au quatre du temps périodique réciproquement. 

409. Comme la_ Terre a un mouvement de rotation 
autour de fon axe , toutes fes parties font animées d’un 
certain degré de force centrifuge , lequel eft plus ou moins 
grand félon qu’elles font plus ou moins éloignées de l’axe ; 
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& comme fous l’équateur cette force eft dîreûement oppo- 
fée à celle de la pefanteur , elle doit la diminuer davantage. 
Quant aux lieux intermédiaires entre les pôles ôc l’équa- 
teur , la diminution de la pefanteur, doit être moins fen- 
f ble à mefurc qu’ils font plus près des pôles. 

Il fuit delà que fi la terre a été fluide dans l’origine^ 
elle n’a pû conferver en venu de fon mouvement de rota- 
tion , la forme fphérique que runiformité de la pefanteui: 
tendoit à lui donner. Car les parties plus proches de l’é- 
quateur pefant moins que les autres , il en a fallu davantage 
pour fervir de contre-poids. Il a donc fallu que cette mafle 
de fluide prît la figure d’une efpece d’ellipfoïde applati vers 
les pôles , & renflé vers l’équateur , tel à peu-près qu’il 
feroit engendré par la révolution d’une ellipfe autour de 
fon petit axe. C’eft aufli le réfultat que donnent les plus 
exacles mefures des degrés du méridien , faites dans ces 
derniers temps, Elles s’accordent toutes à conflater l’ap- 
platiffement du globe terreftre vers les pôles ; & celles qui 
paflent pour les meilleures prouvent que fon axe eft de 
moindre que le diamètre de l’équateur. 

■ 4 I O* Examinons maintenant le mouvement d’un corp* 
qui defeendroit par fa gravité le long d’une ligne droite /I C 
inclinée à l’horizon. Soit /î l’origine du mouvement ; fort 
/I M l’efpace * parcouru pendant le temps t ; foie « la vî- 
teffe en A/. Si on mené pat le point la verticale A B y ix. 
par le point Ci’horizontale B C, on pourra , en.appellant a 
l’inclinaifon A CB de AC fur l’horizon , décompofer la 
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force de la gravité g fuivant MP tn deux autres forces , 

J’une gjtna fuivant M C ^ l’autre g cofa perpendiculaire a 
'MC, Celle-ci donnera la prelfion fur le plan incliné , puif- 
que la force centrifuge eft nulle : or cette prefTion eft au 
poids du corps :: cof a : i. L’autre accélérera continuelle- 
ment le mouvement fuivant yf M. Le corps defcendra donc, 
comme s’il étoit foUicité par une force de gravité g fm a 
fuivant /I Af, & fon mouvement fera uniformément accé- 
léré. On aura donc les équations fuivantes, 

U = gt fin a . . X «=» r g t* fm a f 
D’où on peut déduire plufieurs remarques utiles. 

1®. Le temps employé à parcourir C eft = Fie. 

y -jjT > comme la longueur C , lorfque 

yf fi eft une quantité confiante ; c’eft-à-dire , que les temps 
employés à defeendre du point y/ jufqu’à l’horizontale fi C 
font comme les longueurs des lignes parcourues. 

a®. Si on décrit un cercle dont le diamètre y^ B foit ver. pio, 
tical , le mobile partant de pour defeendre vers Af par 
la corde y^Af employera toujours le même temps qu’il eut 
employé à defeendre en fi par le diamètre yf fi , puifque 
dans le cercle la quantité eft confiante. 

3®. La vîtefle du mobile arrivant au point C aura pour 
expreflion 3gfinay4C = y' 3. g AB : elle fera donc égale 
à celle que le corps eût acquife en tombant par la verticale 
AB } d’où il fuit que la vîtelTe acquife par la chute d’un 
mobile entre deux plans horizontaux eft toujours la même ^ 
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foie qu’il tombe librement par la verticale , fait qu’il def- 
cende par un plan incliné, ou même par un arc de courbe , 
comme on va le voir dans l’Article fuivant. 

Du mouvement d' Ofclllation. 

41 I. Soit AC A' une courbe quelconque le long de 
laquelle un corps defeend en vertu de fa pefanteur, à com- 
mencer du point A. Si on rapporte la courbe à un axe 
quelconque vertical Ê C , menant les horizontales AB , 
MP y & faifant PM = y; la force de la gra- 

vité g fuivant MG étant parallèle à fi P , on aura (4o5) 
X — gSx.Y= O. Donc dv = dx , &cv = x a y dans le 
le cas où le mobile aurolt en A quelque vîteffe initiale due 
à la hauteur a. Le corps en defeendant par i’&ic A M d’une 
horizontale AB aune autre horizontale .VTfi , a donc pré- 
eifement la même vîteffe que s’il étoic tombé d’une ligne 
à l’autre par la* verticale fi P. 

Suppofons qu’il defeende du repos en , la vîtelfe en 
M fera due à la hauteur fi P , & la vîteffe en C à la hau- 
teur BC. Mais fi C efl le point le plus bas de la courbe,- 
6 c fi la branche CM' A' en eft une continuation quelcon- 
que , la vîteffe en M' fera toujours due à la hauteur fi/'', ôc la 
vîteffe en A' à la liauteur 0. Le mobile doit donc remonter 
jufqu’cn A' y à la même hauteur d’où il étoit defeendu. 
Quand il fera parvenu au point A' y il en defeendra par le 
même chemin , & remontera par la première brandie juf- 

qu’à l’origine de fon mouvement. Il ira donc alternative- 
ment 
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ment de 'A tn A' Sx. de A' en A j jufqu’à ce que des 
obftacles étrangers s’oppofent à fa marche. C’eft ce mou- 
vement alternatif que l’on appelle /e mouvement àofcMlation. 

412 . Four connoître la durée d’une ofcillation entière , 
ou ce qui revient au même , pour mefurer le temps de la 
defeente A MC Sx de la montée C M' A' f il faut intégrer 
, ou - tL — depuis A jufqu’en A\ 

yiigv K t 

Exemple. 


4 1 3 • Soit AMD un arc de cercle décrit du centre C ôc du 

^ ^ Xix. 

rayon CA =s ai menons la verticale CD y Sx fuppofons que 
A ell le point où la defeente commence dans l’arc AMD. 

Si on fait DP=sXy BD b, onaura^ 2 ax — xx m . « 

ds = — . r~ . i £L- If l/' 2 g {b — :¥ ). Donc d$ *= 

Y zax- * X 

^ adx ^ d X a V'î 

K ✓(*»-«») * v'(»4-T)"T^ 7ÿÎ ’ 


( , 1 V ‘ r I i 

V. 14/ • V(bK-xx) ' vt ' ✓{**-**) 

- -t- — ’ — -H -Îl >+. IiIjlLJ _il _i_ &c 1 

14 1.4*4 4* ^ 1 . 4.6 *8 4» ^1. 4.6.8*14 44^ J* 

Pour avoir le temps de la defeente entière , il faut 

intégrer chaque terme de cette férié , de maniéré qu’il 
s’évanouilTe lorfque x b , & il faut enfuite fuppofer 
X =x O. Or le calcul intégral donne généralement 


/ * — «"J* \/(bx-xx) 

y {b x-x * ) m 


6 (im- 1 ) . 

*»> J 1 {bx-xx)f 


donc fî on prend chacune de ces intégrales entre les deux 

Tt 
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limites x = b x = o , comme nous venons de le dire ) 

• /\-x’"dx i(im-i) /' — x"~'dx f. I . . 

on aura / -77 ; = / -77 > > formule qui don- 

Jy'ibx-xx) ira J y{bx-xx) ^ 

nera les applications fuivantes 


/ —xdx b P — dx P —x'-dx P 

y(bx-xx) xJ y{hx-xx) ' * ' 'J y{bx~xx)~‘ \{bx-xx) 

p —*'àx r —x^dx ^ t-i.r IJ r —dx . 

J y{ix-xx) 6 J y(bx~xx) 1 . 4 .S J y^bx-xx)^ 

D’où il fuit que le temps de la defcente dans l’arc Af D efl 
géndralement exprimé par- 1 = -j- ; 

Ti+i ü+iüliil:!: .il 

L i“i4 ‘Sa* i‘. 4 ".« 8* * l6 a» J* 

r -7^—.. Or r 7 \ = Arc î & cette inté- 

J y(bx-xx) J y{bx-xx) ■* b ^ 

grale eft^ nulle lorfque x = b , au lieu qu’elle a pour valeur 
le nombre connu c ou î»ï=5,I4i &c, lorfque x==o. Onaura 
donc pour le temps de la defcente feulement 




ml 

»*. 4 * 


b' 
'4 a* 


mim il + &cl 

i *. 4 ‘. 6 »* 8 j 5 JJ 


& par conféquent fi on nomme T la durée d’une ofcillation 
entière dans l’arc A DA' on aura 

^ g L 1* la i*.4‘*4a’ i*.4*.<**8a' J* 

Or fi l’arc AMD eft petit par rapport au rayon , le finus 
verfe b de cet arc fera aulfi petit relativement à cet arc j 
que celui-ci l’eft par rapport au rayon. On pourra donc alors 
négliger tous' les termes de la férié j qui contiennent b , 
& prendre T = » Vi- Et fi on veut apprécier l’erreur 

• S 
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qui en réfulte , pour des arcs même aflcz confide'rables , il 
n’y a qu’à fuppofer AMD t= 30®, pat exemple ; on trou- 
vera que -7== * — r } — O , 134, D’où il cft facile de 
conclure que la durée d’une ofcillation entière , telle que 
la formule la donne , ne différé de la durée réelle , 

que de fa foixantieme partie environ; de manière que s’il faut 
une fécondé pour chaque ofcillation , l’erreur n’eft que 
d’une tierce. 

41 4- voit donc qu’en prenant de très -petits 
arcs l’erreur doit être infenfible , même après un très-grand 
nombre d’ofcillations. Au refte, la formule T = » 
étant indépendante de ^ , il eft clair que les ofcillations 
d’un corps dans de petits arcs de cercle doivent être d’une 
égale durée. Audi les appelle-t-on dans ce cas , des ofcil- 
lations ifochrones. 

Comme il eft abfolument égal de fuppofer qu’un corps 
M fe meut fur un arc de cercle folide A MD , ou qu’il 
ofcille à l’extrémité d’un fil de fufpenfion CM , on doit en 
conclure qu’KW pendule ( car c’eft le nom que l’on donne 
alors au mobile ) qui fait de fort petites ofcillations , les fait 
toutes dans le même temps, 

415* l’expreflion de ce temps eft ^ ,• la lon- 

gueur du pendule étant défignée par a. D’où il fuit que la 
durée d'une ofcillation efl direâlement proportionnelle à la racine 
quarrée de la longueur du pendule , & réciproquement à la racine 
quarrée delà force de la gravité. Un pendule dont la longueur 
eft quadruple de celle d’une autre doit donc faire des ofcilla- 
tions deux fois plus lentes, T tij 
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416. Soit N le nombre d’ofcillations faîtes pendant un 
certain temps f , on aura T = — ^ 

fiîquent a =* Donc Iti longueurs de deux pendules forst 

réciproquement comme les quartés des nombres d’ofcillations faites 
pendant un temps donné. 

417* On a déduit delà un moyen fort fimple de déter- 
miner par expérience la longueur du pendule qui feroit une 
vibration par fécondé. 

Sufpendez un corps bien denfe à un B 1 de métal très- 
délié ; donnez à ce fil trois pieds de longueur environ , par- 
ce que c’eft à peu-prcs la longueur cherchée ; écartez tant 
foit peu le pendule de la verticale , pour le faire ofciller , ôc 
comptez enfuite bien exa£lement le nombre d’ofcillations 
qu’il fera dans un temps déterminé quelconque , dans une 
heure par exemple. Vous appellerez ce pendule , le Pendule 
d’obfervation , fie vous ferez la proportion fuivante. 

Le quarré du nombre des ofcillations comptées cft à 
3^00 , quarré du nombre d’ofcillatiops que feroit dans le 
même temps le pendule à fécondés , comme la longueur 
cherchée de ce pendule eft à la longueur du pendule 
d’obfervation. 

Cette méthode a fait connoître que fous la latitude de 
Paris, la longueur du pendule à fécondés eft de 3 pieds 
8 lignes Mais comme ces expériences fe font avec des 
corps d’un volume fini, il faut avoirfoinde mefurer très-exac- 
tement les longueurs des pendules que l’on emploie , en les 
prenant depuis le poiivt de fufpenfion , jufqu’à un auue 
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point) nommé le Centre ét ofcillation y dont nous parlerons 
dans la troifieme Seâion. 

4 I 8> Quand on connoît une fois la longueur du pendule 
qui bat les fécondés , on peut en inférer aifément celle dlun 
autre pendule qui feroit fes vibrations en plus ou moins de 
temps. Celle , pat exemple , du pendule qui battroit les 
demi-fecondes à Paris , doit être évidemment le quart de 
celle du pendule à fécondes : elle doit donc avoir p pou- 
ces 2 lignes Pour battre les minutes il faudroit un 
pendule long de ^600 fois .3 pieds 8 lignes , y7> ce qui 
feroit 1 1014 pieds -J de longueur. 

C’eft là-deflTus qu’eft fondée la maniéré de régler les pen- 
dules ordinaires. Quand elles retardent , on remonte la 
lentille ; on la baifle au contraire quand elles avancent j 
mais pour déterminer la quantité dont il faut la haulTer ou 
la defeendre , foit a la longueur aâuelle du pendule ; 
foit X la quantité dont elle doit être augmentée ou dimi- 
nuée ; foit c le nombre de vibrations dont la pendule re- 
tarde ou avance dans un temps donné , dans une heure par 
exemple : b repréfentera le nombre de vibrations qu’elle 
doit faire dans le même temps quand elle eh bien réglée. 
Cela pofé on aura ( 4 1 5 ) 

a:a±x :: (^- 4 - c)*; donc x=(2^-f-r)^. 

419* Mais l’ufage que l’on a fait de cette théorie pour 
déterminer avec la demie re exaftitude , la force de la gra- 
vité g y eft bien plus important ; outre que l’idée en eft 
fort ingénieufe, le calcul en eft finguliérement aifé. Car on a 
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T = w , donc fi on prend pour T Tunitc ; & 
pour a la longueur du pendule à fécondes , qui eft de 
44.0, J7 lignes, on trouvera que g — . 440, yy lignes = 
30,195 pieds, comme nous l’avons ddja dit ; ôc on en 
conclura que Vcfpace parcouru par un poids quelconque , pen- 
dant la première féconde de fa chute , eft de pieds ,098. 

. ^2 0. Si la force de la gravitd diminue à mefure que 
l’on approche de l’e'quateur, la longueur du pendule à fé- 
condés doit varier fous les differentes latitudes : car l’d- 
quation T = w y fait voir que la longueur du pendule 
reflant la meme , fes vibrations doivent fe rallentir à me- 
fure que g diminue. Or M. Richer dtant allé à Cayenne en 
1 672 , pour y faire quelques obfervations , s’apperqut que 
la pendule à fécondés qu’il y avoir apportée de Paris le- 
tardoit fenfiblement , au point qu’il fut obligé d’en re- 
monter la lentille d’une ligne pour lui faire battre de 
nouveau les fécondés. Cayenne eft à 4° y 5' de latitude 
boréale. 

Depuis M. Richer, on a vérifié plufieurs fois & en divers 
lieux le fait qu’il avoir attefté ; ôc on a trouvé qu’à Quito , 
par exemple , qui eft à 2 y' feulement par-delà l’équateur , 
la longueur du pendule à fécondés étoit de 4 j 8, 83 lignes. 
A Porto-Bclo, par 9°. 33' de latit. boréale, elle eft de 4 39, 12 ; 
au petit Goave dans i’Ifle de S. Domingue , i8“. 27' de la- 
titude , elle eft de 439 , 3 3. Au Caire , 30°. 2' de lat. . , . . , 

440, 2y. A Rome, 4i°.44' 440, 28.’ A Londres, 

A Archangel , (Î4” . 3y', 441,» J.. 
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A Pello, tf(î“.48' . . 441,17. Tous ces réfultats & bien 
d’autres s’accordent donc à prouver la diminution de la 
pefanteur , à mefure que l’on s’doigne des pôles ; '& de 
cette diminution on conclud l’exiftence de la force centri- 
fuge , laquelle à fon tour entraîne l’applatiffement de la 
terre vers les pôles , dans l’hypothefe qu’elle ait été fluide 
dans l’origine. 

421. Le temps que le mobile met à defcendre par la 
corde A D égal au temps qu’il mettroit à tomber par 
le diamètre vertical , & ce .temps eft exprimé par la for- 
mule V't = Vt- Mais celui que le même corps 

S s 

emploie à defcendre par le petit arc AMD , étant exprimé 
par — s’enfuit qu’il eft moindre que le temps de 

la defcente par la corde AD ^ puifque -^cft moindre que 
2. Dans ce cas , quoique la ligne droite foit toujours le 
chemin le plus court , elle n’eft pourtant pas celui qui 
exige le moindre temps. Ce n’eft même pas l’arc de cercle. 
Il y a long-temps que M. Bernoulli a démontré pour la 
première fois que c’é:oit un arc de cycloïde. 

Problème I. 

Soient AB(x.ACàQ\x% demi-cycloïdes décrites 
par la rotation du cercle qui a pour diamètre A K ^ fur 
l’horizontale GKH. Si onj)tend un fil ARM double de 
AK ou égal en longueur à l’une de ces epurbes, fufpcn- 
dant ce fil au po’uit A f 6 c fuppofant un corps infiniment 
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petit Af attaché à l’autre extrémité, ce corps décrira dans 
fon mouvement la cycloïde entière BDC , donc le cercle 
générateur fera égal à celui des deux demi-cycloïdes , fiç 
qui aura la ligne horizontale BKC pour bafe. Cela pofé 
on demande la durée d’une ofcillation de ce pendule par 
l’arc F DF. 

Soit a = la longueur du Pendule , - a = le diamètre du 
cercle générateur , s — l’arc D M ^ x = DP \ on aura par 
la nature de la cycloïde , P = a ax\ d’où on tirera =* 
Si on appelle b la hauteur D E à\i point F qui eft l’o- 
rigine du mouvement , la vîteffe de ce corps parvenu en M 

fera = ]/(^ — x)a^ , & on aura dt = = 

. . Mais l’intégrale de — ~J -— prife entre les U- 

mites x = oSx.x — b Çe réduit toujours à w. Donc le temps 

de la defeente par l’arc F Al D fera exprimé par 

par conféquent le temps d’une ofcillation entière dans l’arc 

FDP fera T — ■» Ot ce temps eft à celui de la def- 
eente par le diamètre vertical K.D : : » : i , c’eft à-dire 
comme la circonférence eft au diamètre. Donc touteî les 
oJcUlations d’un pendule qui décrit des arcs de cycloïde , font 
d'une égale durée , quelle que /oit leur étendue. 

4 2 3 • Cette propriété ftnguiiere a foit donner à la cy- 
cloïde ôc à toutes les autres courbes qui ont le même 
avantage , le nom de Courbes Tas/tochrones. Ce fut M. Huy- 
ghens , homme d’un rare génie, qui après avoir démontré 
)e premier que les grandes comme les petites ofcillations 

d’uR 
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d’un môme pendule , entre deux lames cycloïdales , fe 
faifoient toutes en temps égaux , imagina qu’un pendule de 
cette efpece feroit propre à fervir de balancier ou de 
régulateur aux Horloges. Quelle que fut en effet l’impref- 
fion donnée à ce pendule pat l’échappement , les ofcilla- 
tions ne pouvoient être qu’ifochrones. 

Mais quoique très-belle dans la théorie , cette invention 
n’eut que de médiocres fuccès dans la pratique. Pour lui en 
procurer de plus folides , il eût fallu vaincre des difficultés 
prefque infurmontables. Ces difficultés confiftoient à don- 
ner & à conferver à des lames de métal A R Sx. A R! une 
forme cycloïdale bien égale. Et comment fe flater d’y réuf- 
fir, tant de paufes concourant à la leur faire perdre ? Leur 
contra£lion inévitable pendant le froid , & leur dilatation 
pendant le chaud s’oppofoient fur-tout à l’uniformité de 
leur figure , & i’ifochronifme du nouveau pendule devenoit 
par-là*fort fufpeêf. Aulli cet inconvénient détermina-t-il les 
Artifles à fubflituer le pendule circulaire à celui de M. 
Huyghens , après que l’on eut reconnu que les ofcillations 
dans les petits arcs de cercle étoient également ifoclironcs. 
Mais pour juger du mérite des inventions modernes , rela- 
tivement à la perfeélion du pendule circulaire , & à la me- 
fure du temps , il faut lire les Ouvrages des favants Horlo- 
gers qui s’en font occupés. 

Problème II. 

423* Soit E Aî D une courbe quelconque ; folt E le 

V V 


Fki. 

16 4 * 
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point d’où on fuppofe q’uun corps tombe en vertu d’une 
force centripète dirigée vers C & proportionnelle à une 
fonâion quelconque des dillances que j'appelle P ; il s’agit 
de déterminer la vîtefle de ce corps en un point quelcon- 
que M, & le temps de fa defeente pat l’arc E M. 

FaifantCA/ =z & décompofant la force P fuivantAfC 
en deux autres , l’une normale , l’autre tangentielle , la pre- 
mière aura pout valeur ^ l’ajoutant à la force 

centrifuge ^jOn aura la prelfion totale fur la courbe. La fécondé 

fera — -jj- y Sx. elle accélérera le mouvement ; donc gdv=s 
— PdzySxgv —gh — fP dz. Le temps fe déterminera 

par la formule dt= 

Exemple. 

4 i 4* O*' fuppofe que l’arc EMD infiniment petit , 
qu’il rencontre à angles droits l’axe CD y Sx que le rayon 
ofculateur en D eft a. Dans ce cas , on peut regarder 
E MD comme un arc de cercle décrit du rayon a , Sx Iz 
puiffance P comme confiante , & comme exprimée par ngy 
On aura donc v~ n {b — z), défignant C E par b. Donc 

dtVzgn = Or P^r nature du cercle , en pofant 

CD =f, Sx DP z= X y onaa^ix — xx-t- {f-*-xy =22; 
donc X = *-^~{sx 2 a X ou r = a ; donc 22 = 

la-i-if a H- J 

//- 4 - S , & 2 

a * 14/ 

Mais lorfque S = ^ , la quantité s doit être = DAIE 
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que nous appellerons m ; donc b — z = {mm — s s ) , 

donc en6n dt~ O” prend l’in- 

rintdgrale entre les limites s = b . . . s = o , elle deviendra 
f == ]/^ temps d’une ofcilla- 

tion entière dans l’arc infiniment petit EDE* , la formuler = 
» ^ pendule qui a pour longueur Z, , & 

qui eft animé par la force delà gravité fuivant des direc- 
tions parallèles fait fes ofcillations dans un temps exprimé 

pat w il. Donc dans le cas précédent la longueur du 
pendule fimple ifochrone doit être 

4 2 5 • Si E MD étoit une ligne droite , le rayon of- 
culateur a feroit alors infini , ôc la durée d’une ofcillation 

fur cette ligne dcviendroit ^ ^ ou même » 

loifque la force centrale feroit la gravité. Il fuit delà qu’un 
corps placé fur un plan parfaitement horizontal , fur le- 
quel il n’éprouveroic aucun frottement , étant très-peu 
écarté du point D par où pafie la perpendiculaire menée 
du centre C, feroit des ofcillations dont chacune auroit 

pour durée ■’t —, Le pendule ifochrone auroit donc 

pour longueur le rayon même de la terre ; & pour faire 
environ 17 ofcillations , il lui faudroit 12 heures entières. 

Exemple III. 

42 [ Quel doit être le mouvement d’un pendule dans 

V v ij 
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un milieu rdfiftant , au cas qu’il ofcille entre deux cycloïdes ? 
Soit DA = a i DK = -J a , DP = x , D M = s = 
* ; la force de la gravité^ accélérera le corps fuivant la 

tangence , ôc cette accélération fera — > la réfiftance du 
milieu le retardera au contraire de la quantité ou ^ ; 
Donc dv = — dx -t' J ou dv — = — dx = — 


— \ Multipliant par e * , on aura e ^ dv — e ^ = 


sdt 

a 

-/ 

-/<i/ *r 

e ' 

a 


f * , dont l’intégrale eft e 


I t -i-tk 

OU v = be H . 


V = P ^ e ' , 

a * 


N 


Soit m l’arc D MF , il faudra que s ~ m y lorfque 

m 

V = o ; donc b e ^ = o ; 6c par conféquent v = 

/ -m 

f , La vîteffe fera la plus grande , lorf- 
que dv = O. Alors 7 = -^ par l’équation différentielle ôc 

/ - m 

par celle-ci — * = 0; ce qui donne 

; r / \ m' . m’ - 

^ ^ (’ + t) = Tt “T* *+- 4". - 

Ici le point de la plus grande vîteffe n’eft jamais , com- 
me dans le vuide , au point le plus bas D > mais elle 
a lieu un peu avant que le corps arrive en D. La hau- 
teur due à la vîteffe en D eft exprimée pat la quantité 


** A* .+■»»* L. 

__ f * 
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4 a 7- Quand le corps animé de cette vîtefle monte au 
lieu de defcendre , alors la pefanteur fe joint à la réfiAance 
du milieu pour lallentir Ton mouvement. Les deux forces 

réunies agiflent fur lui , la première avec une adion ^ , la 
fécondé avec une adion -J ; ce qui donne dv = — dx — 


vds 


^ OU dv -4- ï= — dx. On intégrera cette formule, 

comme celle de la defeente , faifant feulement attention 
que i doit être pris négativement. L’intégrale donnera 


- / 
T 


Mais quand s = o y v devient ^ 


v= be 

e * . Donc ^ e *, ôcla valeur de 

A a 

- w 

(fc'-t-mi-) ~ 

e * , 

a a 

Soit w! l’arc total Df" que le corps parcoure en mon- 
tant , on trouvera m' , en faifant v = o Sc réfol vant l’c- 


quation^ — w' = (jlr -4- w) e ^ ,ou(A— m')e* = 
— #» 

{k-+-m)e * . Réduifant cette équation en férié, on aura 

»n' * , ra' 5 m’ < m* mt , m* 

- 4 - ôcc ; d’où on déduit par la méthode inverfe des 
fuites , m' = m - i ^ _ -V/ . F -1- &c 

42 g. Cette derniere férié eft d’un grand ufage , quand 
la réfillance du milieu e(l petite ; parce qu’alors k devient 
fort grand. D’ailleurs cette férié approche beaucoup d’une 
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progreffion gdomdcrique , puifque les quatre premiers ter- 
mes font ddja en progreffion ; le coefficient du quatrième 
en effet , tient lieu du coefficient , auquel il eft 
à peu -près égal. Sommant donc cette fuite de ter- 
mes , on aura tn' = ■ * ”* ■ . Ainfi l’arc qu’un mobile par- 

' j/e-l-im ^ * 

court en defeendant , étant dddgnd par m , on aura 

xkfft 

Ti-IhT^ pour reprdfenter l’arc de la montée. Mais puifque 

cette derniere quantité eft moindre que m , il faut en 
conclure ce que l’expérience ne confirme que trop , fa- 
voir que dans un milieu réfiftant les corps n’ont plus , com- 
me dans le vuidc , la propriété de monter à des hauteurs 
égales à celles dont ils font defeendus. 

429. La première ofcillation par l’arc m - 4 - m' étant 
faite , le mobile en commencera une fécondé en def- 
eendant par l’arc /»', & il l’achevera en montant par un 

arc m" — — Subfticuant au lieu de m' dans 

ik xm 3 t -t- X m 

7, km 

cette derniere expreffioni on aura p t-t- 4 Q^^nt à la 

troifieme ofcillation , le pendule la fera en defeendant par 
l’arc m" , & en montant par un arc plus petit tn'" =t 

i Donc en général j pour la n’'™* 

3 *-t- 4 »n" ik-h 6 m’ ° * 

ofcillation l’arc de defeente fera — ■ > & l’arc de 

3 * -4- 1 m (n- ij ' 

montée aura pour expreffion 

Si on appelle E ce dernier arc , on aura E = 
ou5Âr(w — £)c= 2»/»£. La différence entre cet arc 6c 
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le premier arc de defcente eft donc proportionnelle au 
nombre d’ofcillations faites , foit dans le premier foie dans 
le dernier arc conjointement , ou bien le nombre des of- 

cillations eft proportionel à On peut même con- 

noître par expérience la quantité k qui exprime la réfiftance , 
en mefurant le premier arc de defcente m & le dernier arc 
de montée E , pourvu que l’on compte exadement le nom- 
bre des ofcillations. 

43 O* Pour trouver maintenant la durée d’une ofcilla- 
tion f on remontera à la formule trouvée ci - deftus , 

V = t * qui étant réduite en férié donne 

av = s k — {k* m k) ^ i •+■ H- -- -f- &c^ 

”>*-<* (m-/)} (4 m-f-x ) ( m-/)» 

» 6 k 24** rïôÂ* 

•h &c. Donc VC--) =* “+• 

• \ lav J 

fn’(m-x)» g J -dt , t /■ r 

^ que dr = , on ^ dt 

_ — J dt(im-t-i ) (m-x) m' dj(m~/}i 

y'(m*-r‘) 6 k * ( m -t-xj v (/n* -2’ ; mIt* * 

Or ;^h) ® p®”*^ intégrale Arc cofE^ fe réduit à 
, lorfque r = o. 

Le fécond terme peut être changé en 

(üiV/yWm'-x-j » lequel a pour intégrale 

la quantité 2 m V — r*) , qui en fuppo- 
fant r = O fe réduit à m ; l’intégration du fécond terme 
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donnera donc Le troifieme terme qui eft 

a pour intégrale — a Y» * -4- 2 Arc 

on fait r = O , l’intégration don- 
nera — 7 ~ .Donc enfin le temps de la defcente par l’arc 

F M D eft généralement exprimé par la quantité ... ; 

4 3 I • Pour avoir celui de la montée , on remarquera 

-t-m 

t r \ k'-tk k^-i-mk I 

que lorfque le corps monte y v = — — f 9 

ôc qu 'alors m' étant l’arc entier de montée , on a 

- m n' 

( k-^m) e * = (^ f * ; donc av = k* sk — 

w'*/ 

{ /t* - m'k ) e ^ t équation qui fe déduit de la formule av ^ 

s^m 

k*-\-sk — {k'-^mk)e * , déjà trouvée pour la defcente , dans 
laquelle feulement on fait k négatif, & où on fubftitue m' à 
m. Donc puifque l’intégrale qui donne le temps par l’arc m' 
doit être prife entre les limites f = o,r = »»', il faut 
prendre k négatif & m' au lieu de m dans la formule qui 
donne le temps de la defcente ; afin d’en déduire celui 
de la montée -H (-1 -f)] . 

Et fi on ajoute ces deux formules , on aura le temps T 
d’une ofcillation entière , par l’équation fuivante , 


m 


4 3 2 fubftitue dans cette équation la valeur de 

T 


' qui eft w — -j . -p “F- &c , c’eft-à-dire fi on met f . -j- au 

. au 
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lieu de w — , ôc m* au lieu de m'* , on aura T = 

V^~> l’on voit que ce temps n ex- 
cédé celui que nous avons déjà trouvé pour une ofcil- 
lation dans le vuide , que d’une quantité extrêmement 

petite ” Vy » * 1 “^ proportionelle au quarté de 
l’arc parcouru. 

A la ofcilJation , Tare de montée eft £ =» 


?*>” . 
J k-^- imn * 


donc la durée de cette ofcillation ell . , 


« 


\ 14 • ( jir -K y ^ g* 

Voilà donc toutes les circonftances du mouvement d’un 
pendule cycloïdal déterminées pour une ofcillation quel- 
conque faite dans un milieu peu ré/idant , tel que l’air 
par exemple ; & tout cela peut s’appliquer au mouve- 
ment du pendule circulaire , lorfque l’étendue des vibra- 
tions eft petite. 


Remarque. 


43 3* Lorsque la réfiftance des fluides eft en partie conf- 
tante 6 c en partie proportionelle au quarré de la vîtefle ÿ 
11 faut dans les mouvements très-lents ou dans les ofcilla- 
tions très-petites avoir égard à la première partie qui peut 
devenir fenfible par rapport à la fécondé. Cette confl- 
dération d’ailleurs ne rend pas le calcul plus compliqué , 
ainfi qu’il eft aifé de le voir par l’application fuivante. 

Suppofons que le point F foit le commencement de la 

, Xx 
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tlefcente dans l’arc FMDÿ le mobile étant arrivé en Af, 

foit DP y DMss ^ fera la force tangentielle 

qui réfulte de la gravité ; & fi par R on défigne la réfif- 

tance , on aura dus» — dxH .Or dans ce cas R et 

£ 

compofé de la partie j y proportionelle au quarré de la vî- 
tefle y & d’une partie confiante y ; on aura donc du = 
— dx4-^^ équation qui donnera généralement 

la vitefle du mobile , quelle que foit la courbe qu’il dé- 
crit dans Ton mouvement. 

Si c’eft un cycloïde, a étant la longueur du pendule; 
on aura oc a x — j donc dv — -7— = — 

^ 4 KM 

- / -/ 

J. Multipliant par e ^ intégrant , il viendra uf * 

-/ _ X 

, , . T . k'-+~lk L ' L k . L , 

»Œ U -4- A f * -+- e *,ouu5=éff*-f- hM . 

ü ' a 

m 

Lorfque s =m y v s= o ; donc ht * = — h — ,& 

U = A -4- * -4- * e * . La vitefle du 

mobile au point le plus bas D fera due à la hauteur A -4- 





Pour appliquer ces équations au mouvement du corps , 
quand il monte , changez r&men — s & — 1»'; vous 

m'-/ 

aurez v = A -4- * ( A -4- * ^ , * . Or farc 
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de montée m! fe déterminera par l’équation (ji -h g * 


- m 
^ f X 


m 


La méthode inverfe des fériés donnera m' 

J »3*)-4- L (i -4- f =w(i — j . j 4- 

î-Ï)-4-'('-t.t)=(“ -T)C--t-î + 


4 m* \ \mk—6 ah 

9 ' ÏIXTX* 

Dans la fécondé ofcillation , l’arc de montée m'* =■ 
im^éah ^ jmk-ixah ^ troifieme ofcillation l’arc de 

montée mf" = ; & en général dans la n'*™* of- 


cillation l’arc de montée que nous pouvons repréfcntei 

M r imk — inak •» % • ik(m-M) 

fera r ; d ou on tuera « = —, 

» ik-t-iam ' iibU-1-6iiA 


Marquant donc bien exaélement l’arc de defcente m de 
la première ofcillation , 6c l’arc de montée M de la der- 
nière ofcillation , li on compte fort exaQement aufli le 
nombre total des ofcillatîons , on aura une premiers 
équation entre h 6c k. Répétant une fécondé fois la même 
expérience , on aura une fécondé équation entre h Sc k , 
qui combinée avec la première fervira à déterminer ces 
quantités. On pourra donc connoître par ce moyen la va- 
leur abfolue de la léfiftance de l’air , foie la partie pro- 
portionnelle au quatré de la vîteffe, foit la partie conftantc. 
* 

Exemple. 


43 4* Entr’autres expériences faites avec beaucoup de 

Xxij 
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foin fur cette matière , on lit dans Jes Principes de Newton, 

L. II , Seâ. VI , Prop. XXXI , l’expérience fuivante. 

Un globe dont le diamètre étoit de 6 pouces j de I..on> 
dres , & qui pefoit 57 onces Romaines -+' étoit fufpendu 
à un (U de maniéré qu’entre le point de fufpenfion ôc le 
centre d’ofcillation ( où tout le corps étoit cenfé réuni ôc 
ofciller comme un point ) il y avoit une dillance de 10 
pieds 7 mefure de Londres. Un nœud avoit été fait fur ce 
fil à la diftance de 10 pieds 1 pouce du point de fufpen- 
fion ; ôc l’arc décrit pat ce nœud fervoit à mefurer celui 
que le centre d’ofcillation décrivoit en même temps. Pour 
cet effet on multiplioit le premier par 7^. 

On mit ce pendule en mouvement , de maniéré que l’arc 
décrit par le nœud jufqu’à la verticale fût de deux pouces , 
ôc on le laiffa ofciller jufqu’à ce qu’il eût perdu la huitième 
partie de fon mouvement. Il la perdit au bout de 1 tf4 of- 
cillations , ôc le dernier arc de montée ne fût plus que de 
1 pouce 

Puis on écarta le nœud à une didance double de la ver- 
ticale ; l’arc qui mefuroit l’intervalle étoit donc de 4 pou- 
ces. On obferva qu’après 121 ofcillations le pendule 
avoit perdu la huitième partie de fon mouvement. Enfin 
répétant la même opération pour quelques autres didances 
du nœud à la verticale marquées ci-après , on trouva que 
pour faire perdre au pendule la Iiuitieme partie d| fon 
mouvement , il falloir le laiffer ofciller un certain nom- 
bre de fois , marqué dans la ligne fuivante^ 
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Ofcillations ...154... 1 2 1 ... <îp . . • 3 Jt . • . 1 8|. . . 
Écarts primi- 
tifs en pouces ... 2 4. ... 8 ... i(? ... . 32 ... ^4 

Appliquons maintenant la théorie à cette expérience : 
les réfultats en font intéreflants. Puifque le premier arc de 
defcente eft m , on aura au bout d’un nombre) n d’ofcilla- 
tions le dernier arc de montée , exprimé par , 

quantité qui deviendra égale à ^ m lorfque le pendule aura 
perdu la huitième partie de fon mouvement. Ainfi on aura 
A ^ = /Z m* -H 6 ah). 

Soit m' un autre arc de defcente , foit n! le nombre d’of- 
dilations correfpondant ; on aura de même \ km' = nf 

(f d’où on déduira^/t — m'*), 

& par conféquent 

k = ( »»* — m'» ) 

m m' 
n »' 

Si m eft double de m ' , comme il arrive en prenant deux 
obfervations confécutives de la petite table qui précédé , 
on aura k = Or m' eft l’arc décrit pat le centre 

d’ofcillation,. & il on veut lui fubftituer celui qui eft par- 
couru par le nœud , il n’en réfultera pour k que les ffj. 

Prenons donc les deux premières obfervations , & faifons 
m' — % i » = 1 2 1 , n' = 1 54 ; nous aurons "" — 

^ ^ m'-» 

2684 pouces = 223 pieds f. Ce fera la valeur de r^k. 
Prenant la fécondé 6c la troifieme de ces mêmes obferva- 
tions f ôc faifant m' == 4 , r/ = > 3 1 , n = j en dé- 
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duira ~k = aij pieds ; enforte que fi on compare deux 
à deux les différents réfultats de cette expérience , on 
aura en pieds de Londres les valeurs fiiivantes pour la 
quantité ■— k 

2237... 22Î7 . . .223 , . .2337 .. . 244 

Il eft vrai que les deux dernieres valeurs different fenfî- 
blemenc des trois premières : mais auffi avons -nous re- 
marqué que cette théorie ne devoir être appliquée qu'aux 
ofciilations faites dans la cycloïde ou dans de petits arcs de 
cercle. C’efl pour l’une ou l’autre de ces fuppofitions que la for- 
mule M — gft applicable , & non dans les cas 

où , comme dans les deux dernieres obfervations , l’arc 
Initial eft fi confidérable. Il eft de 32 pouces dans l’une ôc 
de 54 dans l’autre. 

Si on s’en tient aux trois premières , leur accord eft 
auffi fatisfaifant qu’il puiffe être dans des expériences d’une 
telle délicateffe : & fi on prend un milieu entre les trois 
réfultats , on aura 224 pieds pour la valeur réelle de 77-j k. 
Donc ê — 233 pieds de Londres : or le pied de Londres 
eft à celui de Paris : : 81 1 : 8^4 ; donc k =>= 215) pieds de 
Paris. 

Donc le globe en queftion animé d’une viteffe due à la 
hauteur de 2ip pieds, éprouveroit de la part de l’air une 
réfiftance égale à la gravité. Ce globe animé d’une telle 
viteffe dans le premier inftaht de fa chute feroit mû unifor- 
mément , parce que l’accélération de la gravité feroit égale 
& contraire à la réfiftance du fluide. 
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4 3 5 * quantité K qui mefure la partie principale de 
cette réfiflance , c’eft-à-dire la partie qui eft proportion- 
nelle au quarré de la vîtelTe, étant ainfi déterminée , on n’aura 
plus qu’à déterminer h qui en mefure la partie confiante. 
Pour cet effet on reprendra l’équation \ — =1 m'-^ 6ah , 

quf donne — — 14. m*. Or dans la première 

obfervation m =777 . a'pouces , ^ = frf* .224, n=s 
1^4, a= 126; donc A = 0,007^9 de pouce. 

Calculant la même quantité dans la fécondé expérience 
& prenant r» = -j-j-T- .4, » = 121, on aura h = 0,00^6^ ; 
ïéfuhat trop conforme au premier pour ne pas infpircr de la 
confiance dans la théorie qui y mené. "Si on prend un mi- 
lieu , on trouvera que h :=> o,ooy6i de pouce. Or nous 
avons fuppofé que la partie confiante de la réfiflance étoit 
exprimée pat ^ > 'donc puifque A = 23 3 . 12 pouces , nous 

h 

aurons -r =» 0,0000017. 

Âinfi la réfiflance confiante qu’éprouve le globe de la 
part de l’air n’efl à peu de chofe près que la quatre cent- 
millieme partie -de la gravité. Mais fut-elle plus petite en- 
core, il faudroit cependant y avoir égard dans les mou- 
vements très-lents , parce qu’elle peut alors furpaffer infi- 
niment la partie de la réfiflance , qui efl proponionnelle au 
, quarré de la vîteffe. . 

4 3 • Cette réfiflance confiante ayant lieu dans tous les ' 
fluides , il peut arriver que' le pendule refie en équilibre , 
fans que le fil fuit abfolument vertical. Il fuiEt pour cela 
que la force tangentîelle g fm 31 CD de la gravité foie 


Digitized by Google 


Fig. 

i<î. 


jfî TRAITÉ 

égale à la réfiflance , & par'confdquent que le finus 
de l’angle MCD foit 0,0000027 > ce qui donne 6 " pour 
l’angle MCD lui-même. La ligne d’à-plomb d’un tel pen- 
dule peut donc s’éloigner de 6 " de la véritable verticale. 

4 3 7* luit delà que le pendule reliera en repos , lorf- 
que le dernier arc de montée fera y. Quant au nombre 
d’ofcillations qu’il doit faire pour parvenir au repos , on le 
calculera par la formule ^ :=s ? déduit 

aulfi-tôt ank = ^”' , ce qui donne pour la première 

obferv'ation , n = 8jdjjp3 ofcillations que le pendule doit 
.faire , avant d’avoir perdu tout fon mouvement. 

Et comme la longueur de ce pendule ell de 12^ pouces 
de Londres , ou de pieds de Paris , la durée d’une 

ofcillation doit être de : ainfi fon mouvement 

durera un peu moins de 178 jours, abllraâion faite du 
frottement que le point de fufpenfion occallonne. Il ne 
faudra cependant pas tout ce temps , pour que le mouve- 
ment devienne infenfible. 

Problème IV. 

438 * Entre deux points donnés & £ , décrire 
fur un plan vertical la courbe , telle qXi’un corps 

defeendant du repos le long de cette courbe , depuis y 4 
jufqu’en B , parcoure l’arc yiB dans le moindre temps 
pofllble. 

Ce Problème fe réduit à trouver la ligne dans 

laquelle 
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laquelle l’exprellion du temps eft un Minimum. Pour la dé- 
terminer , menons par le point /i une horizontale /I P y Ce 
prenons fur la courbe deux éléments confécutifs MM ' , 
M!M", Soient élevées des points M y M' y M" les perpen- 
diculaires MP' y M' P' y M" P" fur la ligne A P que nous 
appellerons x y PM feraj», AM fera r. 

Cela pofé , le corps étant parvenu en M doit avoir la 
mfime vîtefle que s’il étoit tombé de la hauteur verticale 
MP : ainfi le temps employé à parcourir l’arc AM fera re- 


préfenté par^^;^^. Il faut donc que J ' ou Amplement 

/ — foit un Minimum. 

Vy 


Pour exprimer cette condition , fuppofons que le point 
M ' varie inhniment peu dans la dire£Hon horizontale ; il eft 
clair que fi l’arc Af.L'" fait partie de la courbe cherchée, 
le temps n’en devra pas varier pour cela. Or la feule partie 
de temps qui foit fufceptible de variation eft celle qui eft 
employée à parcourir les deux éléments confécutifs MM', 

M! M"y ou — ^ De quelque maniéré en effet que le 


point M' foit fitué , s’il n’y a que lui qui varie , la vîteffe 
en Al" pour parcourir Al" B fera toujours la même. 

On aura donc ^ = o ; 6c puifque à%' =dx*H- 

Vj Vy 'ri 

on trouvera que dsSds = dxfdx y Ce que dPsds'^= 
dx'tdx*. Donc «fd* -4- tdx' =3 o. Mais dx -4- 

ûSyy a s Vy 

d x' étant une quantité confiante , on aura j'dx' = • — 

Ce par conféquent = o ; ou ce qui eft la mê- 

Yy 


Frc. 

i66. 


Fie. 

1 « 7 . 
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me chofe , d ^ ^ = o , équation de la courbe de- 

mandée. 

Si on l’integre , il viendra > ou <j d *’ =» 

yds' = ydx* -i- ydy* i donc d x — , ce qui fait 


reconnoître au(Ti-tôt la cycloïdc , comme on peut s’en con- 
vaincre , en changeant cette derniere équation en celle-ci , 


2L y^y- 

V{ay-yi) V{aj-yy) 


ÿi«y-yÿ) * l’intégrale eft 


^•=C-y^(ay-yy)+fi^^. 

4 3 9 • l’équation dx = y qu’au point D 

le plus bas , l’ordonnée CD = a ; & fi on imagine un de- 
mi-cercle décrit fur le diamètre CD , on aura , en menant 
l’horizontale AfÇ,les valeurs fuivantes 


'NQ_^y{ay-yy)...CN=f^^^ . . . donc //P=CiV-Æ^. 

Par la même laifon AC=C ND ; donc AC — AP ou 
CP ou MQ = CND-CN-^NQ *= ND -f- NQ, 
ou MN -s= DN y ce qui eft la propriété fi connue de la 
cycloïde. Donc la cycloide eji la ligne de la plus vite defcente, 
• 44 O* Comme les deux points A k B font donnés , il 
ne fera pas difficile de décrire par ces deux points la courbe 
cherchée. On pourra tracer d’abord une cycloïde fur la 
bafe horizontale A L prife à volonté. Cette courbe rencon- 
trant en K la corde A B , on mènera par le point B , la li- 
gne B F parallèle k K L , k AF fera la bafe de la cycloïde 
demandée , ou ce qui eft la même ehofe y AF fera égale 
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i la circonférence de fon cercle générateur. Or ce cercle 
étant une foi^ connu , la defcription de la cycloïde qui en 
dépend eft facile. Cette conftruélion eft fondée fur ce que 
toutes les cycloïdes font des courbes femblables ; efFe£Hvc- 
nient il n’entre dans leur équation d’autre confiante que 
le diamètre du cercle générateur. 

Tous les Géomètres du premier rang s’occupèrent au 
commencement de ce fiecle du problème de la ligne de la 
plus vite defeente , 6c ils trouvèrent tous pour réfultat un 
arc de cycloïde. Delà vient le nom de Courbes Brack'tjlo- 
chrones pour défigner généralement celles qui ont la pro- 
priété d’être fuivant les différents cas , lignes de la plus 
vite defeente. Mais pour traiter cette matière avec plus de 
• généralité , nous ajouterons le problème fuivant. 

Problème V. 


44 !• Quelles que foient les puiffances qui follicitent 
un corps fur un plan donné , trouver la ligne de la plus 
vite defeente d’un point à un autre. 

Ayant réduit toutes ces puiffances à deux, l’une fuivant = 
PM , l’autre parallèle à. A P ^ foit Y la première , JIT la fé- 
condé , V h hauteur due à la viteffe en M. On aura pour 
exprimer le temps de la defeente par MM' M' , la quantité 

~vv vV différentielle doit être égale à zéro. Or 

dans cette différentiation , tout ce qui dépend du point M’ eft 


• Il •/* i' d S . i' d S d t i V* 

variable : amfi on a — -f- — r ; — = o, 

Vv ivx'v' 

.Et fi on fuppofe que la fluxion du point M' k fait ho- 


Yyij 


Fig. 

i6î. 


I 

I 

i 
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rizontalement, on aura«r<i_y = o . . . td s 

= ‘S ,d,. Donc - 

= O ; ou ce qui eft la même chofe , d ( ^dx-^ 


xv'y^v 

di't^v 

iv’y'i/ 


O. 


Or — dtant la force tangentielle , on a s=» 
Xdx-^-Ydy . . . gdv'^ Xdx'-^Y'dÿ. Changeant 
dans celle-ci d en iT, on aura gfv' = X* t x' ■+• Y* tÿ = 
X'tdx. Donc = Y ^ dx , fie l’équation de la courbe 

^ laquelle fl au lieu de 

I , /dx\ dxdv J /dx\ 1 

on met onauraat;d(-J- 4 -... 

=s O ; fie fubftituant à gdv fa valeur A'd* H-* 
Y dy , il viendra 2vd -H ~ y^rà* 


gdt 


= O , ou . . 


rdx — Xdf 


d t 


= 


<î) 


O 


; donc 


ày 

Ydx—Xdy 

dt 


Mais le rayon ofculateur R = 
D’où il fuit que la ligne de 


la plus vite defeente tjl celle fur laquelle la force centrifuge ejl 
‘égale à la force normale ; enforte que la prejjion totale fur la 
courbe e(l double de Tune ou de P autre de ces forces. 

442. Cette derniere conclufîon eft le Théorème que 
M. Euler propofe dans fa Méchanique , pour la recherche 
générale des Brachiftochrones. Mais cette propriété ne s’é- 
tend pas aux milieux réfiftants , parce que la vîtefle en M'' 
pour parcourir l’arc M*' B n’eft plus la même, quelle que 
foie la variation du point M', Il faut donc calculer l’augmetv- 
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tation du temps par tout l’arc M M! M" M" B ^ ce qui 
rend cette recherche beaucoup plus difficile. 

AinH pour déduire de cette folution générale celle du 


cas précédent , il faut fuppofer A = o& i'=g; ce qui 
donnerat/=>,fic^^=^^ = l!l^^. Donc^-^=«iQ 


: — i & en intégrant,7 Ly ■■ 
l’où 

déjà trouvé (438). ] 


dy 

T dx , f ad 

ouy — 


di 

dyVy 


Jj» 9 


d’où l’on tire auffi-tôt . dx =■ — — , comme nous l’avions 
* y{a~y) * 


SECTION III. 


Du Mouvement des Corps qui agissent les uns 
SUR les autres d’une MANIERE QUELCONQUE, 

Dans les deux premières Serions de la Dynamique, 
nous avons fuppofé que les mobiles écoient des points ilb-i 
lés qui pouvoient obéir librement à toute forte de puif- 
fances. Maintenant nous allons nous occuper à déterminer 
leur mouvement , en fuppofant qu’ils agiffent les uns fur les 
autres , foit pat la collifion , foit par les liens qui les 

uniffent. . , 

Article I. 

Du Mouvement des Corps qui Je choquent. 
443 * Quoiqu’on ne connoilTe pas de corps parfaite- 
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ment dur , ni de corps parfaitement élajîique , on eft obligé 
cependant d’en fuppofer l’exiftence, pour établir une théorie 
générale des loix du mouvement , dans le cas du choc. 
Aulli ne doit-on compter que fur des approximations phis 
ou moins grandes, dans l’application de ces loix , fuivant 
que les corps approchent plus ou moins d’une dureté ou 
d’une élahiclté parfaite. 

Pour qu’ils fuffent parfaitement durs , il faudroit qu’au- 
cune efpcce de choc ne pût les comprimer , ni altérer en 
rien leur figure. Pour qu’un corps fût parfaitement élafti- 
que, il faudroit qu’à l’inftant même où la comprcHion cefie , 
l’élafiicité le rétablît dans fon premier état. Mais encore 
une fois on ne connoît aucun corps d’un volume fini qui 
aye l’une ou l’autre de ces propriétés. Le diamant ell très- 
dur J l’ivoire eft très-élaftique ; ce ne font pourtant-là que des 
modèles imparfaits. 

Quoi qu’il en foit , après avoir pofé le principe que M. 
d’Alembert a donné dans fon Traité de Dynamique , pour 
déterminer le mouvement de plufieurs corps qui agiflent d’une 
maniéré quelconque les uns fur les autres, nous l’appliquerons 
au choc des corps ôc au mouvement du centre de gravité de 
leur fyftême. 

444* Soient A ^ B y C Sic les particules d’un fyftême 
quelconque , auxquelles on imprime tefpeêlivement les 
mouvements a^h yC Sic. Comme ces particules ne font pas 
libres , fuppofons qu’elles changent les mouvements re^us 
en d’autres a , b , c ôcc. On pourra concevoir que les 
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mouvements imprimés a y c &c font compofés chacun 
de deux autres mouvements , l’un a , ou b , ou c , &c que 
chaque particule aura pris d’elle-même , l’autre a, ou^^ou 
K &c. Les premiers de ces mouvements a , b , c &c ont 
leur entier effet , fans que la liaifon du fyAême puifle les 
troubler en rien ; car telle eft la fuppofition. Les autres 
* , C , K &c n’ayant point altéré les premiers , doivent s’ô- 
tre détruits mutuellement. Ils font donc combinés de ma- 
niéré à laiffer tout le fyflême en équilibre , fi les particules 
n’étoient pas animées d’autres mouvements. Et delà lé* 
fuite le principe fuivant pour trouver le mouvement de 
plufieurs corps qui agiflent les uns fur les autres. 

Principe fondamental. 

% 

S J on décompofe les mouvements Uy b yC &c imprimés à diffé- 
rentes parties d’un même fyjlêmt , chacun en deux autres a , a ; b, 
e ; c , a ficc y tels qu’en ne dmnant à ces corps, que les mou- 
vements a , b , c y &c , ils les eujfent cenfervés , /ans fe nuire 
mutuellement , ei'' qu'en ne leur imprimant que les mouvements 
* y C y K y 6iCy tout Ic Jy/lêmc f&t rejlé en repos y alors on aura 
a , b , c pour les mouvements que ces corps prendront en vertu 
de l’aâion réciproque qu’ils exercent les uns fur les autres. 

44 5’ C® principe également fimple 6t fécond i s’étend 
à toutes les théories que nous allons développer , en com- 
mençant par les loix du choc des corps durs. Nous fup- 
pofons que les centres de gravité de deux corps qui fe cho- 
quent , fe meuvent fur la même ligne , & que le plan qui 
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touche leurs furfaces au point où ils fe rencontrent ell per- 
pendiculaire à la dire£lion de leur mouvement. Cette dou- 
ble fuppofition entraîne un choc toujours dire£l, & cxclud 
par conféquent tout mouvement de rotation. 

pofé , foient deux corps durs A/ & m mus 
dans le même fens avec des vîteffes & v qui par le 
choc fe changent en » & On pourra , fuivant le principe 
fondamental y conGdérer à l'inftant du choc les corps M &Lm 
comme animés des vîteffes u Si. u' qu’ils conferveront après 
le choc, ôc des vîteffes — «, v — «'qui feront dé- 
truites. Or les vîteffes « ôc n' ne doivent pas fe nuire ré- 
ciproquement , fuivant le même principe ; elles font donc 
égales , puifque le corps qui choque n’a d’adion fur le corps 
choqué que jufqu’au moment leurs vîteffes font égales. 
On a donc « =«'.^ 

On a aulfi un parfait équilibre entre le corps M animé 
de la vîteffe P' — « ôc le corps m animé de la vîteffe 
u' — V en fens contraire. Donc M ( — «) = m (« — t/) , 

ce qui donne « = ■ ~ — . 

447* Cette formule fait voit que la vîteffe commune 
aux deux mobiles après le choc y fe trouve en divifant par la 
fomme de leurs majjes la fomme des quantités de mouvement 
quils avoient avant le choc, 

. U fuit delà que dans l’hypothefe préfente la fomme des 
quantités de mouvement eft la même avant Ôc après le 
choc. L’un gagne par la collifion , ce que l’autre a perdu 
par l’inertie, 

Si 
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Si les deux mobiles alloienc en fens concraires, on feroit v 
négatif dans la formule précédente, 6c on auroit alors « = 
; ceft'à-dire que pour connoître la vîcefle com- 
mune après le choc , il faudroit divifer par la fomme des 
nialfes la différence des quantités de mouvement avant le 
choc. 

Et fl l’un des deux corps, m par exemple , étoit en 
repos , on auroit r/ = o , ce qui donneroit « = 77^^. D’où 
il fuit qu’il y aura toujours communication de mouvement 
quelques petites que foient la viteffe 6c la maffe du corps 
choquant. Ainfi la moindre force finie peut vaincre la force 
d’inertie de la plus grande maffe. 

Pour donner un exemple de ces formules , foient deux 
corps durs dont l’un A/pefe y livres , 6c l’autre tn en pefe 
. mus dans le même fens avec des vîteffes refpedives qui faf- 
fent parcourir p pieds par fécondé au premier , 6c i pied 
par fécondé au dernier. On aura , en fubflituant ces valeurs , 
U = -- - ^ . c’eft-à-dire que les deux mobiles 

r -f- J ^ ^ _ 

auront après le choc une viteffe de 6 pieds par fécondé. 
Elle n’eût été que de y pieds 7, fi leur mouvement avoit 
été en fens contraires ; 6c fi le corps m eût été en repos , elle 
eût fufii pour leur faire parcourir 5 pieds 7 après la 
collifion. 

448 » Si les deux mobiles Af 6c »j font élafliques , ils 
fe comprimeront d’abord l’un l’autre , jufqu’à ce que leurs 
centres de gravité 6c le point de contaû ayent une égale 
viteffe que nous défignerons par u. Mais auffi-tôt que 

Zz 


I 
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la comprefTion n’aura plus lieu , les deux corps fe fer- 
vironc mutuellement d’appui inébranlable , & leur reflbrt 
déployant alors des forces égales à celles du choc , im- 
primera aux deux mobiles la même quantité de mouvement 
avec laquelle ils ont été comprimés. En vertu de cette 
réaéUon, les deux mobiles tendront à s’écarter l’un de 
l’autre. 

Donc s’ils fe meuvent dans le même fens , auquel cas 
on a « = f force avec laquelle le corps choquant 

comprimera le corps choqué étant exprimée par M (F — w ) , 
cette force lui fera reflituée en fens contraire par l’élafticité. 
Il n’aura donc après le choc que la vîteffe » diminuée de 
y U f c’eft- à-dire la vîteffe 2 u — P'. 

Le corps choqué gagnant au contraire par la compreffion 
la vîteffe «■ — v, & l’élafticité lui donnant la même vîteffe 
dans le même fens , il doit fe mouvoir après le choc avec 
une vîteffe u augmentée de k — v , qui fe réduit à 2 « — v. 
Pour trouver donc la vîteffe de chacun de ces deux corps 
après le choc, il faut retrancher leur vîteffe primitive du 
double de la vîteffe « qu’ils auroient eue comme corps durs. 

Si on les fuppofoit mûs en fens contraires , on auroit 
( en prenant toujours A/ pour la plus grande quantité de 
mouvement ) « = — î & la vîteffe du corps Al après 
le choc feroit à l’ordinaire 2 u — pendant que celle du 
corps m feroit 2 « -hu , ce qui fe déduit aufli du cas pré- 
cédent , en faifant v négatif. 

449* Appelions la vîteffe de M après le choc, 6c 


\ 
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•v' celle de »J , & nous aurons en fuppofant que les deux 
corps vont dans le môme fens , 




1 A/K -i-imv 

Â/^ 

iMV-i 
Al-i 


- m 
■ l'mv 


■y (M — m)y + imv 

Ai HJ 

( m - Af ) V -4- T AI K 
A/ -H m 


V 


ce qui fait voir que la fomme des quantités de mouvement 
eft la même , foit avant foit après le choc. Mais fi les deux 
mobiles alloient en fens contraires, on auroit pareillement 

lA/K-imv y ( AJ - m ) K- 1 1 




AU- ro 
1 Af K - t m tJ 

ÂT+ 


H- ti = 


m V 

Al -t- m 
(M-m) u-H AJK 
Af -J- m * 


450* Dans les deux cas on aura l’équation MF"' 
mv^ = MF'* Or le produit de la mafle d’un 

corps par le quarré de fa vîcefle , étant appellé pat 
Leibnitz la force vive de ce corps , on peut dire en 
ce fens que dans le choc des corps élaftiques , la fomme 
des forces vives eft la même avant 6c après le choc. On 
peut donc regarder les loix du choc des corps élaftiques 
comme renfermées dans ces deux équations fort fimples 
MF*-\-mv*=MF'*-\-mv '*. . . MF^mv=MF'-\-m v'. 
D’où on déduit une équation encore plus fimple , V~\-V =3 
-k-v y'. 

Si on fuppofe que le corps choqué m eft en repos , & 
que fa mafte eft égale à celle du corps A/, oh a A7= m 
& X» = O ; ce qui donne V = o , f<y' = F. Le corps 
choquant reftera donc en repos , pendant que le corps cho- 
qué aura toute la vxtelTe du corps M ; 6c c’eft au (fi ce 

Zzij 
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qu’une expérience journalière vérifie, toutes les fois qu’une 
bille de billard frappe une autre bille bien pleine. 

451. Si on fuppofe plufieurs corps élaftiques , égaux , 
contigus les uns aux autres , qui ayent tous leur centre fut 
une même ligne , alors le mouvement imprimé au premier 
de ces corps pafle dans l’inftant même au dernier, par 
l’entremife de ceux qui les féparent ; & pendant que ce- 
lui-ci feul fe - meut avec la vîtefle imprimée , les autres 
reftent immobiles, t 

Mais fi on faifoit mouvoir les deux premiers enfemble 
alors les deux derniers feuls fe déiacheroienc de la file avec 
la même vîtefie que les prenpers avoient avant le choc. La 
raifon en eft que le fécond corps frappant d’abord le troi- 
fieme , lui communique fa vîtefle qui paflTe auffi-tôt au der- 
nier , & qui fe détache des autres ; mais comme en tranf- 
mettant fa vîteflfe au troifieme , le fécond fe comprime des 
deux côtés , il fe fépare un moment du premier qui vient 
enfuite produire le même effet que le fécond , en déta- 
chant l’avant-dernier. En général , il y a autant de corps 
qui fe^ détachent de ceux qui les précèdent, qu’il y a de 
corps poulTés enfemble contre la file des autres. 

Si deux corps élaftiques M Sx. m Çt meuvent en fens 
contraires , l’un M avec une vîtefle de 7 pieds par fécondé, 
l’autre m avec une vîtefle de 3 pieds & une maffe triple 
de AI , on aura = 3 1/, = & fubftituant 

ces valeurs dans la formule du fécond cas, on trouvera 
— 8 Sxv' = 2. Ces deux mobiles retourneront donc fur 
leurs pas avec des vîteflfes refpedives de 8 6c de a pieds 
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par fécondé. On peut voit d’autres applications dans 
,'sGravefande, PLyfices Elemcnta Mathem. L.'ll. Cap. VI. 

Nous n’avons fuppofé de choc jufqu’ici qu’entre deux 
corps feulement ; s’il y en avoit plufieurs à la fois , le 
problème fuivant feroit connoître la maniéré de déterminer 
leur mouvement. 

Problème. 

452. Étant donné un corps fphérique C mû fuivant 
la ligne C/avec la vîteffe CD — V ^ lequel rencontre à la 
fois les deux corps en repos A ia B , on demande les vî- 
tefles de ces trois corps , & la direélion de C après le 
• choc. 

Soit JC la dire£tion du corps C après le choc; foit 
C£ la vîteffe qu’il aura dans cette nouvelle direèlion. On 
décompofera la vîteffe primitive CD en deux autres dont 
une CE qui aura fon effet , & une autre CE qui fera détruite. 
Or la vîteffe CE ne devant pas nuire à celles que prendront 
les deux corps /f & B, fi on mene les perpendiculaires 
£Cr, £H fur les rayons CA^ CB, il eft clair que CG 
repréfentera la vîteffe du point de contact A fuivant Cyf ^ 
& par conféquent celle du corps A : on aura de même CH 
pour exprimer la vîteffe du corps B. On peut donc à l’inf- 
tant du choc confidérer les corps C, A , B, comme étant 
animés refpeêlivement des vîteffes CE, CG, CH qu’ils 
conferveront fans fe nuire , & des vîteffes CF, — CG, 
»— CH avec lefquelles ils doivent fe faire équilibre. 

Soit l’angle ACI ou l’arc AI = a , l’arc BI=C , l’arc 
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KI=<p,DC= r, CE = y' i on aura CG = y' cof 
(a. — ?) , & CH= y cof ( C -I- If ). Mais puifque les forces 
C . CF, y 4 . CG , B . CH dirigdes fuivanc C F, HC, BC 
fe font équilibre , fi on les décompofe chacune en deux autres 
fuivant C D Sx. perpendiculairement à CD , la fomme des 
premières & celle des dernieres doivent fe réduire à zéro. 
On aura donc les équations fuivantes 

C. C F. c of FC D — B.CH.cofECl — A.CG.cofHCI^Q 
C . CF. fin FCD — B'.CH.fn BCI-h Â.CG.fm ACl==o, 

Or CF.cofFCD = CD~CE cofICK=^y—y'cofp; 
Sx CF . fin FCD = C Efin ICK = y fin P •, donc en fub- 
flituant ces valeurs on aura , 


C (y- y 'cof<t) —BycofQcof{^ -h p)—Ay cofu cof(,t - ^) = O 
cy fin^-By fmCcof{C-^'P)-^Ay fin a cof {»-p) = o. 


La derniere donne C fin p — B fin Q {cof ^ cof 9 — finçfm <p) 
A fin a. { coft cof 9-^fin afin p) = O •, Sc par conféquenc 


zang 9 == 


\ B Jînii — J Afin 1 a 
C-i-Bfin<-Ç-^Afin' a * 


On connoîtra donc la direélion que le corps C doit fuivre 
après le choc. Pour connoître fa vîteffe, on déduira la va- 
leur de y de la première équation qui donne 

pn ^ ^ 

C cq[ b C(^ • co/*( î ^ ^ cof a cof (a 


Quant à la vîteffe du corps A fuivant CA, elle elt 


y CoCi CCcofi a Jr-CB fin Çfm ( a 

^ -t-ABJîii' (a-hC^ f 


•f) 
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Et celle du corps B fuivanc CB eft = 

CC co] « Jin (m-hS) 

c{A71i+c^^^¥fin’^'(7+ r 

Quel que foit le nombre des corps on pourra toujours rc'- 
foudre le problème d’une maniéré fcmblable. 

Du Mouvement du centre de gravité commun de 
plufieurs Corps. 

453 , On a vu dans la Statique que fi les diverfes parties 
d’un fyftême font parfaitement libres , les mouvements que 
l’on imprime à chacune en particulier fe tranfmettent tous 
au centre de gravité , fuivant des diretüons parallèles, d’où 
orra conclu que ce centre devoir fe mouvoir, comme fi 
toutes les puiflances lui dtoient immédiatement appliquées. 
Nous allons prouver maintenant que la même chofe a lieu, 
quand toutes les parties du fyflême font liées entr’elles, de 
maniéré cependant que le fyftême foit libre , ou qu’il ne 
foit pas affujetti à fe mouvoir autour d’un point fixe. 

Les mouvements a, b , c &c , que les parties du fyftê- 
me ‘doivent prendre , peuvent fe décompofer en deux , 
favoir les mouvements imprimés a ,h &c, & les mouve- 
ments détruits — «, — f , — * &c. A raifon de ces der- 
niers, il doit y avoir équilibre; donc le centre de gra- 
vité n’en peut être affecTé ; & par conféquent la route que 
ce centre doit fuivre en vertu des mouvemens a , b , c 
que les parties du fyftême ont pris par leur action mutuelle, 
doit être précifément la même que celle qu’il auroit fuivie 
en vertu des mouvements r que ces parties auroient 
eu , fi elles eulTent été libres. 
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4 54- J'état de moin emem ou de repos du 

centre de gravité commun de plujieurs co-ps ne charge point par 
l’achon mutuelle de ces mtmes corps ,pourvû que le fÿjlême fott libre. 

Si un corps quelconque M reqoit une impulfion fuivant 
une droite AB qui ne palTe pas par fon centre de gravité G , 
ce centre fe mouvra , comme fi la puilTance A B lui étoic 
appliquée fuivant une direction parallèle G D ; il refteroic 
donc en repos , fi on lui appliquoit en fens contraire une 
puiffance G D' égale 3 A H. Cependant les deux puifiances 
G L' & AB quoiqu’égales , ne font pas directement op- 
pofees , & ne peuvent par conféquent pas fe détruire. D’ail- 
leurs le point G étant en repos, le (eul mouvemi.nt que 
puifie prendre le corps, eft-un mouvement de rotation 
autour de ce point. 

4 5 5* Donc fi un corps quelconque eft follicité par dc« 
puifiances dont les directions ne palfent pas par fon centre 
de gravité , on doit conclure , que ce centre fera mû 
comme fi toutes ces puifiances lui étoienc appliquées fui- 
vanc des direâions parallèles. 2 ° , Que les autres paftiei 
du corps tourneront autour du centre de gravité , comme 
elles l’auroient fait en vertu des mêmes puifiances, fi ce 
point eût été abfolument fixe. 

45^* Le mouvement du centre de gravité s’appelle le 
Mouvement progrejff ; & comme il eft commun à toutes 
les parties du corps , de quelque maniéré qu’il fe meuve 
on pourra toujours regarder le mouvement de chaque parr 
tie, comme compofé de deux autres, l’un progrefilf, le 

même 
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même pour toutes les parties , égal & parallèle à celui du 
centre de gravité , l’autre de rotation autour de ce centre. 

Or le mouvement progrellif étant celui que prend un 
point follicité par des puiffances quelconques , peut fe 
déterminer par les principes expofés dans la première Partie. 
Refte donc que pour trouver le mouvement d’un corps , 
il faut encore déterminer fon mouvement de rotation autour du 
centre de gravité. Nous en donnerons bientôt la méthode. 

Autre application du Principe général au mouvement 
qui Je fait dans les Machines, 

457* Comme l’aétion réciproque que pluHeurs corps 
liés entr’eux exercent les uns fur les autres , fe fait princi- 
palement remarquer dans les machines , il importe d’en con- 
noître les effets. Soit donc propofé d’abord de déterminer 
le mouvement de deux corps M Sx. m attachés à un fil 
MCm qui paffe par-deflus la poulie C. 

‘ J’appelle f la force accélératrice du corps Af , & je re- 
marque que cette force feroit la gravité g toute entière , 
fi le corps m n’agifibit pas fur le corps M : la force accélé- 
ratrice de m fej’a aufli la quantité p , mais fon aéllon fe fera 
en fens contraire fuivant la dire£Hon m a. Ainfi on peut 
regarder le corps M comme animé de la force accélératrice 
P qu’il confervera , & de la force g — p qui fera détruite. 
Le corps m peut être confidéré pareillement comme* animé 
fuivant « a de la force p qu’il confervera , & de la force 
-+-^ qui fêté détruite, 

A aa 
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Cela pofé, les deux mobiles animds feulement des force» 
accdlératrices ou des vîtelTes ^ — p 6c g -+-p devant fe faire 
équilibre , on aura par la propriété de la poulie, M (g — p) = 
r» (g+p) t & par conféqucnt p — — ; ce qui dé- 
termine la force accélératrice des deux corps. Mai» cette 
' force étant confiante , il s’enfuit qu’ils font mus l’un & l’autre 
d’un mouvement uniformément accéléré, lavîteffe au bout du 
tempsrétant^^-£^r, & l’elpace parcouru étant 

45 8» Si on fuppofe que le fil MACam eft uniformé- 
ment pefant , alors le mouvement deviendra très-différent^ 
Pour le déterminer , foit A M = x ^ a m — a — x, ôc la 
pefantcur fpécifique du fil=/. Le poids de la partie Al 
fera / x , celui de la partie am fera f {a — x ). Donc b force 
accélératrice du corps M aura pour exprefllon . . . . • 


M-m-i-fx — / ^ X ) 


M—m — fa-h ifi 


M-htn-hfx-hf(a—x)g^^ M-hm-hJa S’ 

Et fi pour abréger , on fait — T = 

cette même force fera exprimée pat (« *+- Appellanc 
donc U la vîteffe , on aura l’équation u d u = g,d x { » ^ x) p 

dont l’intégrale eft uu = g {Cxx-\- 2 *x) ; & puifque je 
n’ajoute pas de confiante , je fuppofe tacitement que l’ori- 
gine des X eft prife , non au point A , mais* au point P où 
le mouvement a commencé. La vîteffe étant ainfi détermi- 
née , il faut chercher le temps employé à parcourir l’ef- 
pace X. On le trouvera en intégrant l’équation d t y'g =» 

ÿ -ÏC xX^x,x) » 


t 
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45 9. Maintenant confidérons le mouvement d’un corps 
M qui en feroit monter un autre m attaché à la poulie mo- 
bile B , par le moyen de la poulie fixe yi , les trois cordons 
étant parallèles. 

Soit P la forcé accélératrice de Af , ^ p fera celle de m. 
On pourra donc concevoir les corps Af & m comme ani- 
més des forces accélératrices p Sx. — \ p qu’ils conferve- 
ront , & des forces ^ — py g-\-\pzvç.c lefquelles ils 
doivent fe faire équilibre. Donc par la propriété des pou- 
lies mobiles on aura 2 Af — p) = m {g ^ p) , à'oh 00. 
déduira p -= ,?• Le mouvement des deux corps fera 

donc uniformément accéléré. 

La force accélératrice de m fera & fa quantité 

de mouvement au bout d’un temps quelconque t aura pour 
valeur gt. bi on propofoic donc de trouver le 

rapport entre M àum pour que la quantité de mouvement 
communiquée à m fat la plus grande qu’il eft poflible , il 
faudroit faire enforte que * Mm — mm Maximum. Dif- 
férentiant alors cette exprefCon en faifant varier m , on aura 
2 Mm — mm = {^M-h m) {2 M — 2 m) , ou 8 A/* — 
S .Mm — m* =3 o. Ainfi le rapport cherché ^ 

K24 = à peu-prcs. 

450. Soit propofé enfuite de déterminer le mouvement 
d’un poids M appliqué à la roue BC d'un treuil , ôc en- 
traînant le poids m appliqué au cylindre <7. 

J’appelle R le rayon de la roue, r celui du cylindre, fie 
g la force accélératrice de Af ; ^ fera celle de m. Cela pofé , 

A a aij 


V 
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en fulvant toujours le principe général , j’e regarde les 
poids Af , m comme animés des forces accélératrices/», — 
^ qu’ils confcrveront , & des forces g — /» , g -t- ^ qui 
feront détruites. Les moments de celles-ci devant être 
égaux, on aura MR (g—p) = mr ; d’où ré- 

fulte/» ï= R g, Ainfi le mouvement de ces deux 

poids fera uniformément accéléré. La vîte/ft du corps M au* 
bout du temps r eft « = gt , & l’efpace par- 
couru = Il eft clair qu’il n’y auroit pas 

de mouvement , fi on avoit MR = mr i c’eft aufli la con- 
dition de l’équilibre ; & fî M/î< wr , le poids Afmonteroit 
au lieu de defcendre , comme cela eft encore évident. 

La vîtefle du poids m fera pareillement " -r gt, àc 

l’efpace qu’il parcourra en montant fera — ’lT' c: , 
on propole donc de trouver le rapport qu’il doit y avoir en- 
tre R &c r y pour que le poids m foit élevé le plus prompte- 
ment qu’il eft poffible , il faudra faire enforte que 
foit un Maximum. On dilFérentiera cette quantité en f^fanc 
varie; ou Amplement R, & on aura {M R r^mr') 2MR = 
(MR^-^mr^) Mr t ou MR' — 2mr mr^ ^ ce qui 
donne pour le rapport cherché , — = — ^ ; 

TJ t r M ' \ AI- JJ} y» 

rar exemple , fi m \ M\\ 1 44 : 2 y , on trouvera R = 1 2 r j 
ç’eft-à-dire que pour élever le poids m le plus prompte- 
ment qu’il eft pofiijjle , dans ce cas-là , il faut que Je rayon 
de la roue foit douze fois plus grand que celui du cylindre. 

461. Mais fi on fuppofe que le poids M parcourt un" 
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cfpace limité , & fi on demande le rapport des rayons R & r tel 
que le poids m parcoure le plus grand efpace poflfible 
dans le moindre temps , il faudra que cet efpace divifé par 


f » ou .ig t foit un Maximum. Ordanslafuppofition 

MR'- — mRr 


* MR' 

préfente l’efpace parcouru par le poids A/, ou 

eft donné : ainfi t eft proportionnel iV MR'—mrR ) ’ ^ 

conféquent { > KQ ainfi que 

çjgjjg derniere expreflîon étant différentiée en 
faifant varier /? ou r ou — , on parviendra également à 

l’équation cubique m* r* ’+■ 3 twAf R*r *= 2M^ R* qui n’a 
qu’une racine réelle dont la valeur eft 


Enforte que fi m iM:\ aipy 1400 , ou fi ^ = 5,492^ > on 
trouvera — = 8,4j ; ou R : r :: \6ÿ : 20. 

. 4 ^^* Confidérons à préfent le mouvement d’un corps Fte. 
Afqui à l’aide d’un fil MDm paflant par-defius la poulie 
fixe 2), entraîneroit le corps m pofé fur le plan incliné 
yiC f que nous fuppoferons parallèle au cordon D m. 

Soit C l’angle A CB, ou l’inclinaifon du plan avec l’iio- 
zizon ; foit p la force accélératrice du poids M. Cette force 
fera la même pour m , & on pourra regarder les corps M , 
m comme animés des forces accélératrices 3 & — p qui fub- 
fifteront, & des forces accélératrices g — p , ôcg fin €~^p qui 
feront détruites. 
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Comme ces dernieres forces s’exercent fuivant D M te 
Dm , les quantités de mouvement qui en réfultent doivent 
être égales. Ainfi M {g — p) = [g fin C -k- p) \ fit pat 

conféquent P = D’où on inférera que le mou- 

vement des deux corps M & m êft uniformément accéléré. 
La vîtefle au bout du temps r fera t & l’cfpace 

parcouru aura pour valeur • rS'"- La quantité de- 

I , Mm — m'-jittS - 

mouvement du corps m étant — ^ ^ pour 

qu’elle foit un Maximum , que ~ = — i -+-y^ Çj-~ç •+■ \ 

Article II. 

£)u Mouvement de plu fleurs Corps confidérés comme 
des points qui Je tiennent par des jils ou des verges 
inflexibles. 

Problème!. 

4^3* Deux corps MteN étant attachés enfemble par un 
fil inextenfible MN on par une verge fans mafle , déter- 
miner leur mouvement. 

Soient mM & nN les éléments que viennent de dé- 
crire les corps M te N dans l’inftant dt\ s'ils étoient li- 
bres , ils décriroient dans l’inftant fuivant les éléments é\4m' , 
N n' égaux aux précédents & dans la même direâion. Sup- 
pofons donc qu’en vertu de leur aêiion mutuelle , ils par- 
viennent l’un en M» l’autre en on pourra fuppofer que 
les mouvements Ai m' £c Nn’ que les corps aurolent s’ils 
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■-^toîent libres , font ddcompofés chacun en deux autres, Pun 
Nr qu’ils conferveront , l’autre Afm fit A^n qui fera 
■détruit. Il faut pour cela que Mm &/A^n foient fitués dans 
la direflion de M A', & que M. Mm = N . Nn. 

Rapportons maintenant lesdeux trajecloires à l’axe AV 
6c fuppofons AV = x y PM =y , MN=a y AQ= x^'y 
La force accélératrice du corps M fuivant m M y 
qui réfulte de l’adion du corps N y étant appellée ^ , celle 
du corps N qui réfulte de l’adion du corps M fuivant n N 

^ • f 9 

fera exprimée par — 

, J 

Cela pofé , la force ? fe décompofe en deux , l’une pa- 
rallèle k A P y ÔL fa valeur eft l’autre fuivant 

f I ^ 

MP y fx. celle-ci eft On aura donc pour le corps A/, 

les deux équations fuivantes , 

On aura de même pour le corps IV 

P’où on déduit 

Q + © +.NJ (ii) = c , 

<ie qui donne en intégrant , ^ 

Af. -+- iV. = C. . . M. ÿ -4- A^. = C' 

àf di dt .4$ 

Il fuit de ces deux intégrales que le mouvement du centre 
de gravité eft uniforme ôc rediligne ; ce qui s’accorde avec 
principe démontré ci-delTus y que l’état du centre de gra- 
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vlcé ne change point par 1 ’aûion mutuelle des parties du 

fyftême. 

Pendant que le centre de gravité fe meut uniformément 
& en ligne droite , les cor^a M èn m décrivent néceflaire- 
ment autour de lui des circonférences de cercle , & ils les 
décrivent uniformément , comme il eft facile de le dé** 
montrer par ce qui a été dit dans le calcul des attraâions; 
On voit évidemment d’ailleurs qu’aucune force accéléra- 
trice perpendiculaire à MN n’exiftant dans le fyftême , la 
vîtefle angulaire autour de G ne peut être altérée. 

Nous remarquerons en paiïant » que des quatre équations 
précédentes on peut déduire celle-ci , 

-T? ^ ‘ - (■'/)=• 

dont l’intégrale eü M . — ^ N’ ^ -h y eû 

appellant y ff. y' les vîteffes initiales de Af fie de A'; d’où 
il fuit que la fomme des forces vives rejle toujours la tnimey 

Problème II. 


454* Les mêmes chofes étant pofées que dans le pro- 
blème qui précédé , fit fuppofant de plus que les corps Affic 
N font fournis à- l’aêlion d’une force accélératrice conlr 
tante , comme la gravité g y fuivant les ordonnées AfP , 
déterminer le mouvement de ces corps. 

Les forces accélératrices fuivant P M 6c NQ étant di>* 
minuées de la quantité g , on aura les quatre équations 
du mouvement 
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= <S). . f J. = <i © 

. • F = - “^ © • • • ’4-’ » ■" Cf) 

Et on en déduira d’abord C^) ~ 

mouvement horizontal du centre de gravité eft toujours 


— X 


uniforme. On aura enfuite A / d ^ = — Z 

{M -+- Æ). Or “4- : ( A/-t- A^) étant la vîtelTc 


verticale du centre de gravité , on aura en appellant v 
cette vîteffe, dv = — gdt. D’où il fuit que le centre de 
gravité fe meut précifément comme un point libre , ôc 
qu’il décrit par conféquent une parabole , pendant que les 
deux corps M bi N décrivent autour de lui des circonfé- 
rences 3e cercle d’un mouvement uniforme. 


Problème III. 

465. Les trois corps B,C, D étant attachés au fil 
BCD , Sc ayant rc<ju des impulfions quelconques , déterminer 
leur mouvement. 

Suppofons que dans l’inllant d t ces corps viennent de 
décrire des parties infiniment petites bB ^ cC , dDde leurs 
trajefloires. S’ils devenoient libres , ils décriroient dans 
l’inftant fuivant les lignes Bb' y Ce' , Dd! égales aux pré- 
cédentes & dans la même diredion. S’ils font donc obligés 
par leur aftion mutuelle de décrire fiC, Ck,D<T, on pourra 
regarder , fuivant le principe général , les vîteffes imprimées 
B b' y Ce', Dd' comme compofées des vîteffes BC yC», Di 

Bbb 
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qu’ils confervent rdellcmenc, & des vue (Tes £b, Ce, Dà 
avec lefquelles ils fe font équilibre. Pour cela , il faut que 
Bb, Dà fe trouvent dans la direéllon des fils B C, DC,Sx. 
qu’en formant le parallélogramme Ce c/, on ait C. Cf := 
£ . B b , & C.Cf= D . Dil. Donc fi on appelle f la force 
accélératrice de B qui réfulte de l’adion du corps C fuivanc 
PC, & 4 celle de D fuivant DC, on aura pour le corps C 
deux forces accélératrices, l’une fuivant CB = — , l’autre 

fuivant CD — 

Rapportons à l’axe yî P les trois courbes décrites , & 
fuppofons y^P==.v, B P = y y A P' = x' y CP' = ÿ i 
AP"=x" y DP" = y" i enfôrte que l’on ait Ch' = a' — 
(x' -*)'-+-(/ -J? CD’ = ^* = {x"- x'y -h 


La force ? fuivant BCfe décompofe en deux autres, l’une 
fuivant PB =- , l’autre parallèlement k AP = 

gf g 

— ^ — p. Faifant de femblables décompofitions pour les fotr 
eC yfC y dD, on aura les fix équations du mouvement 

« \dj b ‘ C a * C ^ \ J# 

Si on multiplie la première par B , la fecoade par C, la 
troifieme par — D , & fi on ajoute les produits , on aura 




ration faite fui les trois dernières équations donnera 
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^ ^ (^) (ir) = ° ’ 

le mouvement du centre de gravité eft uniforme & re£lili- 
gne, comme cela doit être. La queftion fc réduit donc à 
chercher le mouvement des trois corps autour de leur 
centre de gravité , confidéré comme fixe. 

466. Suppofons que la ligne y^Peft la direétion de ce 
centre aftuellement en G , & que > exprime fa vltefie ; on 
aura = >f, au cas qu’il eût été en A au commence- 
ment du mouvement. Soit GP = A' , G P' = A' , G l " 
= X" ; on aura par la propriété du centre de gravité 
BX-*-CX' — DX"=o ...Pjy-HCy-+- Df ==o (car 
il faut que quelqu’une des diftances y , y' y y" foit néga- 
tive). On aura de plus JC = 5. r — X.. . x'= y t — X'. . x"= y t 
- 4 - X" ; & fubfiituant ces valeurs dans les trois premières 
équations générales > il en réfultera les fuivantes pour déter- 
miner le mouvement des corps autour de leur centre de 
gravité. 


x-x" 


tsdt 


./■iXs. X-X B , X'-i-X D .^JX\ 

- -- • c — • c +*“'(77) 


Jf-f-A-" 


^d,=.dÇiLy.. l^çd,.d(ŸJ 


’dy 


y-v" ^ \ y' ~ y ^ J y'-y" 1 j j 

Alultiplions les trois premières refpedHvement par - B — ^ 
C ^ y — D , & les trois dernieres par P 

dt ^ dt ' r dt' d î« 

Après quoi ajoutons cous ces produits enfemble', 

Bbbij 
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en remarquant que les équations a’ = (y -jr)* 4- ( X*- A)*.., 
i?* = (y' — y'y X'y donnent — y) {dy' — dy) 

{dX' — dX) = o... (y"— y') (dy" — dy) 
-h ( X^' -h X') (d X'' -i- d X') = O & nous aurons 




dX' 


,dX' ^ày'dy' ^dX''dX'' 
d-_+C^<i-^4-D — - d — ■ 


dt dt 


d I di 


dt 


dt 


Or l’intégrale de cette équation eft 


dy"’ 



Ainfi la fomme des forces vives eft conftante. 

Multiplions à préfent les trois premières fit les trois der- 
nières équations refpeéHvement par — By , Cy , Dy " , — - 
BXy C X' f D X" \ ajoutons les produits, fit réduifons , 
nous aurons 


B\ydi^-Xd''jr\ + c\yU^^.X'd^-^\vVyà^£-Xd'i^'l = 
L dt dtj L dt dt J [/ dt dtj 


,dx> 


di'- 


,dy"- 


dont l’intégrale eft 

B ( Xdy -ydX)-hC(X'dy-ydX')-D (X"dy'-y"dX"^^C"df. 

467* Mais pour donner à ces équations une forme plus 
fimple , appelions p l’angle X G B , 6 c z le rayon G B ; foie 
pareillement X G C = GC= z'y XG ü =p", G D = 2"; 
on aura y = z Jiti p , y' = z' fin p'^y" — z" fn ip" , X = z 
cofp , X' = z' cojp' ,X"^ — z" cofp'\ d A* H- dy'^ = d2* 
4 - z*d p' , XJy — y JX — 2* / (P ; ce qui changera les deux 
équations intégrales en celles-ci. 

B{dz^-hz^dy)~{.'. -hD{dz"*-hz''‘dp"‘)^Cdt'. 

Bz*dp^Cz'^dp'-\-_Dz"*dp"=.C"dt. 
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On a de plus les quatre équations finies 

B zf:n^ C z'ftn (p' -h D z" fin p" = o 
B zcof p-+rC z' cof - 4 - D z" cof p" = o 
azz' cof{p' — p) = a'* — a' 

2 z>z"cof{ p" — p'^ z>' H- — i>\ 

Et ces fix équations contiennent la folution du problème : cac 
fl on déduit des quatre dernieres les valeurs de ? , z , z" 
en p' &C. , pour les fubftituer dans les deux équations dif- 

férentielles , on aura d’abord en chafTant une équation 
différentielle du premier degré entre & z' , qui donnera 
la courbe décrite par le point C autour du centre de gra- 
vité. Si on intégré enfuite la valeur de dt , on aura la po- 
rtion de ce point au bout d’un temps quelconque; & cette 
pofition une fois déterminée , celle des deux autres corps 
n’aura plus de difficulté. 

Au refte , on peut fatisfaire aux équations précédentes en 
fuppofant que z, z', z", font des quantités confiantes, 
ainfi que p' — p, p" — p'. Il peut donc y avoir des cas où 
chaque corps décriroit une circonférence de cercle autour 
de C avec la même vîtefle angulaire. 

468* [Pour parvenir à la foJuti n générale , il faut ef- ★ 
fecluer le calcul que nous venons d’indiquer. Ce calcul eft 
fort long , mais il n’a guere d’autre difficulté : ainfi nous fup- 
primerons les détails qui peuvent aifément fe fuppléer. • 

Des quatre équations finies on peut déduire d’abord les 
deux équations fùivantes 
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£ 2 ‘ -4- Cz' ’ -4- D z"* -h ( B -4 - Ch- D ) a' ’ = 5 fl’ H- D i • 

2>* a"’ = ( B -4- C) ( B a’ -4- Ca'* ) — B Cfl’. 


Suppofons pour abréger que — - ^ — pj- = »J, «que 

" V ' - = » , ôc nous aurons en fubftituant ces 

valeurs dans les deux dernierescquations 


m 


Ji 


B-f-C 
£> * 


Cela pofd , la troificme & quatrième dquation donneront 


Falfant le calcul , & éliminant a & a" au moyen des va- 
leurs trouvées , on aura en fuppofant , pour abréger en- 
cJfc , que P = 

V'[22'‘(B*fl’-4-D’i’)-a'VB-+-C-HD)’--i21fJ^^ 

J J , _ [D* 4‘- (C-J-D )] ) rft' 

^ Bm-*'‘(C-»-ü) • FP 

Dn-z-(B^i) - FI'* 

Et fl on fait par la même raifon 

Q = [D’3‘—Bfl’(C-4- £>)>'* H- B*(fl’m — m*) 
iî = [ B’ fl* — D ^* ( B -4- C) ] a'* -4- X>* (fl »* — n* ) 
on aura 




Rd*' 


Cela pofé ) réquation générale B z* d<p Cz'* d p' ^ 
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D z"* d ip" = H d t {H étant une confiante ) qui exprime qu’eit 
multipliant chaque corps par l’aire qu’il décrit autour du cen- 
tre de gravité , la fomme des produits eft proportionnelle au 
temps , deviendra en éliminant z*, a"* ,dp y d(p". 


dx' 




ou 


1{D6*—Ba’) 
= Hdt. . 

Enfuite l’équation des forces vives , B {dz*~}-z^dp') -+■ 
C{dz'' -^z'^ dp'^)-^. D {D z"* d ?"• ) = KH' di^ 
(K efl une confiante) donnera en faifant les mômes élimi- 


nations 




• ( C + D )> *' t' 




' Uz-- ■ ~ • Oz"z" -J ■ \üz' • 

5 ^.) — z'*(B 4 -C 4 -D)] 

'J^iQ — R)^KH'dt\ 

Soit Ba' D b* — z'* ( B -+- C -+- D) = M y on aura 

'Hdt = Mdp' CQ — -^ ) > ^ fubflituant cette valeur 
dans l’équation précédente , afin d’éliminer dt y on aura 

L 


(C-|-D)‘2'a' 


O*"* -l 


Hz' 


(Q — /Î) = 1C 

(Q-B)*:.Donc (KAi^ -M) -+- 

i(Q-R)dc' _^ ((?— (C-l-D)*P‘*'»-t-e* . 

MPz'dz' -t-.., 

( B -f- f )» P* -I- fi» ( Q _ fl )» 


O 4" 


M 
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Extrayant la racine , on trouvera 

J di' , dz' 

M ' l' Pz't^(X M^ — M) r L Jim-z" (C-t-D) ‘ 

On -z'‘ (b -hC) ^ M -i > 

& par conféquent 

, - /r (C-t-D)» P»z'4-)-Q^» (n4-C)-P*»’*-f-R* 

P»V(Vf AJ* — AJ}»' L (C + D) Du— x'* (B -»-C} 

Al -1* 

Donc nos deux équations finales font fépardes , & la pofi- 
tion du point C par rapport au centre de gravité , après un 
temps quelconque , ne demande , pour être connue , que 
des intégrations de différentielles à une feule variable.' 
Cette pofition étant une fois déterminée , celle des corps 
£ & D le fera bientôt par les valeurs de z & z". Quant aux 
valeurs de P , Q, R , M y elles font déjà connues pat les 
fondions de z auxquelles on les a fuppofées égales. 

Problème IV. 

469. Trois corps B , C y D confidérés comme des 
points attachés au levier angulaire B CD que l’on fuppofe 
inflexible & fans maffe , reçoivent des impulfions primitives. 
On demande quel fera leur mouvement en vertu de ces 
impulfions. 

Décompofons d’abord , comme dans le problème précé- 
dent , le mouvement qu’auroit eu chaque corps dans l’inf- 
tant fuivant y s’il fût devenu libre , en deux autres , l’un 
qui aye lieu , l’autre qui foit détruit > 6 c repréfentoiis les 
derniers par JS b; Ce, Dd. Décompofons 
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Décompofons enfuite le mouvement fi b en deux autres » 
B h", fi b' fulvant C fi , DB & les deux autres pareillement. Il 
faudra maintenant pour l’dquilibre que^’on ait fi . .fib" = 
C.Cc'...B. Bb' = D .Dà!' . , .C .Ce" = D . D6!. 
Soient ^ & yu les forces accélératrices du corps fi réfultantes 
de l’aclion des corps C Sx. D fuivant BCSxB D. Soit 4 celle 
'du corps D fuivant D C. Il e(l clair que le mouvement du 
point C fe déterminera comme dans le problème précé- 
dent , & que celui des corps B Sx D fera altéré de plus 

par les forces iu & ^ , fuivant B D Sx D B. 

Or fl on appelle c la diftance confiante BD, il en réful- 
tera pour le corps fi les forces accélératrices “ Sx 

— n parallèlement sl yi P Sx fuivant P B. On aura de mê- 
me pour le corps D les forces accélératrices — * ^ 

& — , — /*. Ainfi on pourra fornier les fix équations 

fuivantes. 


y — * 


P 


dt' 


a ^ c 

b • 




J J “* 

dt = d — 


d $ 


— X S J J ^ 

— P d t => d-r- 

t C dt 


- 4dt' 


x’ — X B J 
—— . - — ‘ 




dt 


b • c ^ 4 * c “ <<x 

B 

D f*' 


/"-y » J . y"— y ® J j'^y" 

-T~ —r • D ^ ^ ^ • 


Ccc 
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Des trois premières & des trois dernieres on conclura 
toujours 




'd’où il fuit que le mouvement du centre de gravité eft uni-* 
forme & rediligne. On aura audi d ^ 

( car les équat'ons ( *' — *)’-+- {y' — y )* = «*..(*" — *')* 

(/ — /)* =^* • . •( *" — •«)*-+-(/'— = 
donnent ( jc' — x) {dx' — dx ) -i- (y' — y) ( dy — dy) 
5= O . — )d){dx" — dx') ■+• {j" — y'){ dy — dy') 

B=. O .. ,{x" — x) {dx" — dx)-+- {y" — _y )■ ( dy" -^dy) 

= O ). Donc en intégrant , on aura 


Cette intégrale & les deux que nous avons déjà pour le 
mouvement du centre de gravité donnent la folution com- 
plexe du Problème. On n’a donc pas befoin dès trois 
autres équations que l’on pourroit avoir , outre qu’elles 
contiendroient les quantités inconnues 4» qu’il eft 
Inutile de déterminer. 

47o* Non-feulement la fomme des forces vives ou des 
produits de chaque maffe par le quarré de fa vUeJJe abfolue 
eft confiante , mais encore la fomme des produits de cha- 
que maflTe parle quarré de fa vîtejfe derotJticnVt^ auffi ; enforte 
que quelque foit le nombre de corps , la fomme des forces 
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vives qu’ils ont en tournant autour de leur centre de gra- 
vité , ne varie jamais. Suppofons en effet que le centre de 
gravité fe meut parallèlement z AP avec la vîteffe j- , il e(l 
clair que fi on imprime à chaque partie du fyftôme la vîteffe 
y en fens contraire à celle du centre de gravité , les mou- 
vements refpedifs de ces parties feront toujours les mêmes , 
& puifqu’alors le centre de gravité fera en repos , on aura 
le mouvement des parties autour du centre de gravité. 

Or la vîteffe du corps B parallèlement ï. AP ^ étant 
diminuée de la quantité > , la force vive du corps B de- 
viendra B 1 > & la fomme des forces 

vives de toutes les parties du fyftême aura pour exprcflîon 
fB D’ailleurs la quantité . . , 

y B eft la fomme des forces vives abfolues , que 

nous avons dit être confiante. Tout fe réduit donc à prou- 
ver que f eft aufli une quantité confiante : mais cela 

eft évident , puifque cette intégrale exprime la quantité 
de mouvement du centre de gravité. Concluons delà que 
la fomme des forces vives abfolues efi égale à la Jomme des forces 
vives autour du centre de gravité , plus â la force vive de ce 
centre. 

47 ^ • Cciïi pof^ > fi on appelle z^z'^ z" les difiances 
du centre de gravité aux points B, C, D (remarquez que 
ces difiances font confiantes puifque le levier eft inflexible ) , 
6c P i / J p” les angles que ces rayons veéleurs forment 
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avec la dire£Hon du centre de gravité , on aura pour ex- 
primer la fomme des forces vives autour de ce centre 

— - H J— -Tir- = conft. 

Or les angles p' — p' étant confiants , puifque le 

centre de gravité ne change pas de pofition par rapport 
aux points B ,C y D , on a dp = d p' = dp" •, donc ( B 
Cz'' -H D z"' ) ^ = conft ; & pat conféquent eft une 
quantité conftante ; d’où il fuit que le mouvement angulaire 
du fyftême autour du centre de gravité eft uniforme. i 

Donc en général , (juelque foit le nombre de corps fitués dam 
un mêma plan & Us emr eux par des leviers inji.xibles ù“ 
fans majje , fi on leur donne des impulfitons quelconques dans ce 
,plan ; 1 ° , leur centre commun de gravité fe mouvra comme fi 
toutes ces pu.JJances lui étaient appliquées fuivant des direéluns 
parallèles , & fon mouvement fera uniforme & reélil gne ; 2 ° , 
chaque parne du fyftême tournera unifrmément autour du centre 
degraviié, 

47 Voyons maintenant comment on peut déterminer 
par les impulfions initiales le mouvement de tout le fyftê- 
me. Soient Bb, Ce, Ud les vîtefles imprimées aux corps 
B fC , D ; le centre de gravité G (que l’on connoî ra pat 
les deux proportions fuivantes B E : E D :: D ' B . . . CG : 
GE : : B D •. C) fe mouvra comme fi toutes les forces 
B .Bb, C .Ce , D • E) d \u\ étoient appliquées^ 

Repréfentons par R K' la valeur & la dire£lion de la 
réfultante j le centre de gravité G décrira GE parallèle à 
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RR' avec la vîtefle — - — r. De plus le fyftcme tournera 
autour de G , comme fi ce point écoit fixe : mais pour dd- 
terminer ce mouvement , foit d l’angle que décrira le 
fyftême dans le premier inftant d t autour de G dans le fens 
BC D", on aura pour l’exprefiion des arcs B?, C * , D<^ par- 
courus par les points S, C, D les quantités G B . , GC. D 

CD .dp. 

On pourra donc concevoir les mouvemens Bb.dty 
Cc.dt, Dd .dt que les corps auroient eus dans l’inflant 
dt, s’ils eufient été libres , comme compofés d’autres 
mouvements dont les uns auront lieu fuivant BS ,Ck , D <T, 
& dont les autres feront détruits. I.a fomme des moments 
de ceux ci autour de G fera nulle , & par conléquent la 
fomme des moments des forces fuivant Bb , Ce , Dd fera 
égale à la fomme des moments des forces fuivant BC, C», 
D <T , ces moments étant pris par rapport au point G ; donc 
le moment de la réfultante. 


RR' . RG . di=B .GB ,(/ B Jp-^C,GC .GCJp-^-D .GD .G D dp. 

Donc ou la vîtefle angulaire que prendra le fyfiéme au- 

tour du centre de gravité G fera , : f-r : r . 

c’eft-à-dire , que cette vîteflTe fera égale au moment de la 
réfultante divifé par la fomme des produits de chaque 
maffe par le quarré de fa diftance au centre de gravité. On 
pourra donc déterminer pour chaque inftant la pofition du 
fyfiême par rapport à la droite G 
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Problème V. 

CM Ai' étant chargé de deux corps M & 
M ' , on propofe de déterminer les ofcillations de ce pen- 
dule autour du point fixe C en les fuppofant infiniment 
petites. 

Soit menée par le point C la verticale CP dont les corps 
ne font jamais éloignés que de quantités infiniment petites 
MP ^ M' P' ; ôc appelions MP=x, M' P' == x', CM = 
MM'=a\ 

La gravité g fuivant la verticale M' G' fe décompofe en 
deux forces fuivant AP P' & M' H'.Oi l’angle H'M' P' étant 
droit , la première a pour valeur ^ fin H' Al' G' ou g fin M'M K 
( en menant par le point At la verticale M K) = g ^ ~ \ 
C’eft donc la force accélératrice du corps M'. Ainfi on a 



La force fuivant Al' H' ou fuivant le fil , laquelle réfulte 
de la gravité g fuivant uM' G'eQ. égale àjj-, parcequ’elle n’ea 
différé que d’un infiniment petit du fécond ordre. Ainfi le 
corps AI' tire le corps M fuivant M Ad' avec tout fon poids 
Al' g , qui fe change pour ce corps en une force accéléra^ 

• ''J ' g 

tnce - 

AI * 

Cette force fe décompofe en deux , l’une fuivant MP i 
l’autre fuivant la direélion du fil C Al H. La première a pour 
valeur fin HMM> ou {fin Ad CP — fin M'MK ) ou 

enfin^ fécond lieu , du poids nsême 
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du corps M ou de la gravité^ fuivant MK rdfulte une force 

tangentielle fuivant A/P, qui eft égale igftn MCP=g. — ^ 
donc — -4- ^ exprime la force accélé- 

racrice du corps A/ ^ & on a pour les équations du mouve- 
ment, en fuppofant dt confiant 



474* Prenons un cas particulier, & fuppofons que les 
maffes Al , M' font égales , ainfi que les diflances a , a' i 
nous aurons les deux équations 

— ddx = {^x — x')^-^ 

— d d x' = (x' — x) 

' a 


Multipliant la derniere par le coefficient confiant e & ajou- 
tant le produit à la première , on aura 

ddx-hCddx'~h [ ( 3 — C) — i = o. 

Suppofons maintenant que (3 — C)x-f-(C — i)jf'foitun 
multiple de a: -+- Sx' , ce qui exige que f , ou que 

C* — 2 C n I } ôc par conféquent que C = 1 ± »/'2. Si on 
défignc l’une de ces deux valeurs par C, l’autre par C' , on 
aura ddx-{-Cddx'~i-{s — = o ; équa- 

tion qui en faifanc * -t- C = 2 , fe réduit Ad d z ■+> 


’U-C) 
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Multipliant par 2 i z & intégrant, on a ^/z* -t- . . . 

= Cdt\ Doncdt - c) I = 1, -^ y 

L’intégrale eft z = c c(^r £, en fuppofant que 

a 

les corps n’ayent reçu aucune impulfion au commencement 
du mouvement. Cela pofé , en remettant pour z fa valeur, 

on aura * -f- C at' = r cof t ^ (j _ c) L. On aura de même 

a 

x' = c cof t Donc Cl m Ci m' font les 

4 

valeurs initiales de * & on trouvera 


X C x' = (m -i-C mf cof t \/^ (j_c) I. 

4 

« - 4 - C' *' = (ot * 4 - ^'m') cof t J 


ce qui fera connoître les valeurs de a: & en fubflituant à 
C & C' leurs valeurs 1 H- j/'a , i — i/'a. Ainfi la poiltion des 
deux corps au bout d’un temps quelconque t fera dé- 


terminée. 

Si on fuppofe = ou^s=V^r — i, alors 

X -i-C x' = oi & par conféquent x aura toujours le même 
rapport avec x'. Les deux corps arriveront donc en même 
temps à la verticale , fie le temps qu’ils mettront à faire 
cette demi-ofcillation , fe trouvera par la fécondé équation 


qui donne = 0 , ou » 1. = ^ ,r,' 

4 4 

Donc r = -i w , fie les ofcillations du pendule 

g(x — Vi) 

compofé de ces deux corps feront ifochrones à celles d’un 

pendule 
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pendule fimple qui auroit pour longueur , ou à peu- 
‘près^a. 

Si on fuppofe pareillement m-h Cm' = oj ou^=— i 
— 2 , on aura a: -H c *' = o , fie les deux mobiles arrive- 

ront encore à la verticale dans le même temps. La durde de 

la demi-ofcillation fera Ÿ tt 1 / , ôc la longueur du 

pendule fimple ifochrone aura pour expreffion , en- 
viron a. 

47 S • Lorfque le fil cft chargé de trois corps My M ^ 
M" J on peut fuivre la même route pour déterminer leur 
mouvement. Soit CM=ayM.M=s.d y M! M" = a" , 
MP = X yM! P' = x' y M' P" = x!' 'y on décompofera l’ac- 
tion de la pefanteur fuivant M" G" en deux , l’une fuivanc 
M" ml' y l’autre fuivant M' P". Celle-ci qui cft la force accé- 
lératrice du corps M ' aura pour vaUur^ fin m* M" G " , ou 
Ai— 1 . Donc — ddxl'=——gdP. 

La force fuivant M" m" ne différant pas de celle qui agit 
fuivant M" G" , ou ayant pour valeur M" g y le corps M eft 

follicité fuivant M' M" pat la force accélératrice y qui 

étant décompofée en deux , l’une fuivant M' m' , l’autre fui- 
vant M' P' y donnera pour la derniere Jln ml Ml M ' ou 

M' ^ •' 4" )' 

D’ailleurs de la gravité du corps M réfulte la force tan- 
^entieUe on aura ^ddx'= ^ ^ 

Ddd 


Fro. 

179» 


Digitized by Google 


59 ^ 


TRAITÉ 

^ ^ force qui en réfultera ful- 

vant MM' ^ ou qui agira fur le corps A/, aura pour expteffion. 

( M' M') g. ^ 

Cette force accélératrice — ^ fuivant MM ' , produit 

fuivant PM la force tangentielle g 

La gravité du corps M produit aufli la force tangentielle 

on auradonc— [y — V^)] 

gdt\ • 

475. En général , quelque fait le nombre des corps , pour~ 
vâ qu'ils f oient tous infiniment peu éloignés de la vert icale , cha- 
cun peut être regardé comme follicité par fa gravité propre fui- 
vant la verticale , ^ par le poids de tous les corps inferieurs 
fuivant la direélion du plus proche. 

Ce principe fuffira toujours pour faire connoître la force 
accélératrice de chaque corps , & par conféquent pour 
former les équations (fît mouvement. 

Article III. 

Du Mouvement de rotation d'un corps quelconque 
autour d’un axe donné. 


Principe fondamental. 

477. Va corps quelconque étant ajfnjetti à tourner autour 
à' un axe donné , Ji une ou plufieurs puijfances dirigées dans des 
flans perpendiculaires à l'axe de rotaïon j lui impriment du 
mouvement autour de cet axe y quelles que foient les forces avec 
lefquelles les différentes particules du Jÿfléme fe mouvront , Ia 


Digitized by Googl 



DE M É C H A N I Q U E. 5P; 

fomme des moments de ces forces par rapport à taxe fera toujours 
égale à la fomme des moments des puijfances par rapport à ce 
même axe , ou ce qui ejl la même chofe , au moment de la rè- 
fultante des puiffdnces. 

Quel que foie en effet le mouvement que chaque parti- 
cule prendra , fi on lui en imprimoit un égal 6c en fens 
contraire , le fyflême refteroit en équilibre. Il faut donc 
que les forces qui animent chaque particule, dirigées en 
fens contraire , faffent équilibre aux puiffances motrices. 
Donc par la condition de l’équilibre dans le treuil , la fom- 
me des moments des unes eft égale à la fomme des mo- 
ments des autres, ces moments étant pris par rapport à 
l’axe de rotation. 

Mais fans avoir recours à cette propriété du treuil, on peut 
démontrer la même chofe par le principe de M. d’Alemberr. 
Car fuppofons des puiffances quelconques appliquées , fi' 
l’on veut , à toutes les particules du fyftêrae ( ces puiffances 
étant toujours dirigées dans des plans perpendiculaires à 
l’axe de rotation ) , le mouvement imprimé à chaque parti- 
cule fera compofé du mouvement qu’elle prendra , 6c d’un 
autre que nous appellerons f. Donc le moment de la force 
imprimée , par rapport à l’axe , fera égal au moment de 
la force qu’aura prife la particule , plus au moment de ; 
& la fomme des moments de toutes les forces motrices fera 
égale à la fomme des moments des forces dont chaque 
particule fera réellement animée , plus à la fomme des mo- 
ments de toutes les forces C. Or ces forces C doivent fe 

D ddij 
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faire équilibre ; la fomme de leurs moments eft donc nulle; 

478 * Nous avons fuppofé que les puiflances motrices 
étoient dirigées dans des plans perpendiculaires à l’axe ; mais 
fl elles étoient obliques , il faudroit les décompofer chacune 
en deux autres , l’une parallèle à l’axe & qui ne pourroit 
produire aucun mouvement autour de cet axe; l’autre fituée' 
dans un plan perpendiculaire à l’axe , & qui feule feroic 
naître le mouvement de rotation, 

47 9* Soit donc R la réfultante des puiflances motrices, 
D fa diflance à l’axe , & par conféquent R . D fon nio-- 
ment. Soit p la vîteffe angulaire que piendra le corps ou le' 
fyftême ; ^ eft l’arc que décrira urx point fitué à la diftance 
I de l’axe pendant une unité de temps. Si on déligne par 
d M une particule quelconque du corps , fituée à la diftance 
r de l’axe, fa vîtefle fera r,p, fa quantité de mouvement 
r(fdM, fon moment A7 , & la fomme des moments' 
des forces fembl^bles, fr* <fd M y ou Amplement i^fr'dM^ 
Donc <fi fr* dM =a R . D y ou^ = . 

L’intégrale fr^dM exprime la fomme des produits de 
chaque particule du fyftême , par le quarré de fa diftance à- 
l’axe. Cette quantité qui eft toujours donnée par la nature' 
du corps , s’appelle U Moment d’inertie. 

4 8 O* De la formule 9 = on-doit conclure géné- 
ralement que quilles que foient les forces motrices appliquées à 
un corps de figure quelconque , dans des plans perpendiculaires à 
F axe de rotation , la vîteffe angulaire qui en réfultera autour 
de cet axe , fera égale à la fomme des moments des forces- mo-z 
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trîces , ou au moment de leur réfultante , divije par le moment 
d’inertie du corps. 

4 8 1 • Cette vitefle angulaire une fois imprimée , le corps 
tournera perpétuellement autour de fon axe avec la mê- 
me vîteffe, fi aucune puiflance n’altere fon mouvement. 
Mais fi le corps eft fournis à l’aûion d’une force accélé- 
ratrice quelconque , alors appellanc R la réfultante des 
tiens particulières de cette force fur toutes les parties du 
fyftême , & D fa diftance à l’axe , on aura Rdt . D pour 
rexprefiion du moment que cette force 'peut produire dans 
l’infiant d t. Quant à l’augmentation ou à la diminution que 
ce moment produira dans la vîtelfe angulaire du corps , elle 

^ % ït d t * D * 

Tels font , en abrégé , les principes avec lefquels on 
peut déterminer dans tous les cas le mouvement d’un ccH-p» 
quelconque autour d’un axe donné. Mais comme il faut 
favoir auparavant déterminer le moment d’inertie , nous 
allons d’abord en indiquer la métliode. 


Du Moment cT Inertie , & des trois jf±es principauxt 
dans un corps quelconque. 

48 2. Le moment d’inertie étant la fomme des pro- 
duits de chaque particule d’un corps , par le quarré de 
la difiance à un axe donné y on feroit porté à croire que' 
pour chaque axe en particulier il faut un nouveau calcul i 
mais nous allons faire voir que tout fc réduit à chercher, 
les moments d’inertie par rapport aux axes qui pafieno' 
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par le centre de gravité. Nous prouverons enfulte que la 

recherche de ceux-ci peut fe reftreindre à trois feulement. 

4 § 3 • ^oic A B Taxe de rotation , G le centre de gra- 
vité du corps , AI le lieu de l’élément d Al. Par le point 
Al foit mené le plan AIPQ perpendiculaire à l’axe AB ^ 
& dont /' Q foit l’interfecUon avec le plan AG B de la 
fipfce. Par le point G foit menée la ligne G H parallèle à 
AB, & la ligne G g perpendiculaire au môme axe. Enfin 
foit Al Q perpendiculaire à P ^ & au plan de la figure. 

Cela pofé , on aura A/ P* == rVf H’ -V- P H* -4- 2 P H . HQ 
*= MH‘ ■+■ Gg* -i- 2 Gg . HQi donc fdAi.MP^=>. 
Jd M .AIH' .-hfdM. Gg* -\- 2 Gg,fd AI. HQ. Or pat 
la nature du centre de gravité on 2 f d Al , H donc 

/dM.MP^=^/dAI.AIH‘-hM. Gg\ 

C’eft à-dire que le moment d'inertie par rapport à un axe 
quelconque , ejt égal au moment d’inertie par rapport à taxe 
parallèle qui pajje par le centre de gravité , plus au produit de 
la maffe du corps par le quarré de la di fiance de ces deux axes. 

484* Ainfi entre tous les axes parallèles, celui qui 
pafie par le centre de gravité eft celui par rapport auquel 
le moment d’inertie eft le plus petit. Il eft donc facile de 
trouver le moment d’inertie par rapport à un axe quelcon- 
que , pourvu que l’on connoifle les moments d’inertie pat 
rapport aux axes qui palTent par le centre de gravité. 

Mais quoiqu’on puifte mener par ce centre une infinité 
daxes diflfétents , fie que les moments d’inertie rapportés à 
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ces axes puiflent varier à l’infini , on voit bien qu’aucun 
de ces moments ne peut être nul ni infini. Il faut donc 
qu’il y en ait un plus grand & un plus petit que tous les 
autres ; ôc c'eft à la recherche de leur Maximum & de 
leur Minimum qu’eft deftiné le calcul fuivant. 

48 5* centre de gravité du corps, foient 

A X J XV, VZ les trois coordonnées du pofl^t Z où fe 
trouve l’élément dM. Appelions m ,y , z ces trois coor- 
données. Soit A F l’axe par rapport auquel le moment d’i- 
nertie doit Être un Maximum ou un Minimum. Suivant AF 
foit mené le plan A EF perpendiculaire à celui de la figure , 
AFX , & du point Y foit menée fur l’interfeélion com- 
mune AE d& ces deux plans la perpendiculaire Y X. 

Si on défigne l’angle HA E par 6c l’angle EAF par C , 
on aura A X' = AY cof Y A X — a ) = * cof a.~hyfin a , 
& X' Y = y cof a~— X fin a. Complétant le rectangle 
AT' y Z y", on pourra regarder /f A' , X'Y' ^ V Z comme 
les trois coordonnées reétangles du point Z ; 6c fi du 
point Y" où Z Y" traverfe le plan A FE auquel elle eft per- 
pendiculaire , on mene la ligne Y" X" perpendiculaire fur 
AF y on aura pour les valeurs des trois nouvelles co- 
ordonnées rectangles AX" , X'Y" , y" Z, que nous aj>- 
pellerons x " , y * , a" , 

»" = AX" cof Ch- jr* T"Jîn e =iicof acofC yjîn » c»/C4- t/n C 
y" = X" r" coj C— A X'jm C = z cofC — y fin»Jin C-— » cof »jinC 
s" = y cof M — xfin». 

Cela pofé , le quarié de la diüance du point Z à l’axe A F 


Fig. 
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feray'*H-2;''* = *’(yî«*«-t-fo/^ * Jin*C)~^y* (cof* a.-^ftn* * 
f:n^ C)-+- 2’ eof* C — 2 xy cof». fin a.-k- 2 x y [ma. cof m. fin* C 
— 2 y Z fin a. [me cof c — 2 xz cof afinC cof C; faifanc donc, 
pour abréger , les intégrales prifes dans toute l’étendue du 
corps , lefquelles font cenfées ici connues , ^ 

fx* dM= A . . .fy* 4 M= B,..fz* 4 M = C 
fxy^lf 4 =sD ,.,fxz 4 M=E,,, f y ^ 4 M 
Le moment d’inertie par rapport à l’axe A F fera 
A {fm* a.-\-cof* a. fin* B {cof* a.-ri-fm* a- fim* Z)-\- Cof* c 

— zDfmacofa cofe — 2 EfinÇco/^cofa —2 FfmCcofCfma. 
Pareillement les formules intégrales f x!' y" d M ,fx" z" d M 
qu’il eft important de connoître, auront pour valeurs 

f x" y" d M = — A fin a cof a cof C-t- B fin m cof m cof C-hD cof i a cof Ç 
— E fin afin C -i-F cof afin S 

f x" t" d Mxs=^ A cof'’ afiaC cofÇ — Bfin’’ afinC cofC -i-Cfin C cofC 

r—i D fin a cof afinC cof( ■+■ E cof a cof xi-^-Ffina cof x C. 

Maintenant , puifque le moment d’inertie eft un Maximum 
ou un Minimum , il faudra différentier fa valeur , en faifanc 
varier d’abord * , enfuite c i puis égaler chaque différen-, 
tielle à zéro. On aura donc j°, 

2 A fnacofacof *^- — 2 B [h a Cof ei COf* C 2 D Cof l a. Cof‘Ç 

2 E fn Ç cof cfm a — 2 F fin ^ cof C cof « = o , 

& en divifant par — 2 cof ff , il viendra 

— A fin a cof » cof B fin a cof * cof C -t- D cof 2 a. cof C 

— • E fin C fin a. -h F fin C cof « = o; (l) 

d’où il fuit que / x'' y" d M = o. 2“, en faifant varier C on 
trouvera 

X Afin C cofSeoP a -i- X B fin S ctfC fin^ a — zCfin C cof S 
rf- fin a cof a fini cojÇ ~ x E cof a cof xC— . x F/n«ce/x Caco; ... (II) 

d’o« 
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d’oii il fuit également que f x" z" d M= o. 

De l’équation ( I) on déduit tang C = ~ * > 

& de l’équation ( II ) , on déduit tang a C = 


» E {of «-HxF//n« ■ r\ ^ ^ ^ C J 

J To p. -H * f = T^pc'-> ^onc 
X E cof tt -\- 1 F fin » _(t F cor» - x Efin»)l{A -E)fm»ccl»-Dctifii m\ 

j1co/'m-h ^fia^M-C-t-iOfinncofin (Fcofi «-£/în«)*-[ [A-B)fitnaCofi a-Dcof x«]‘ 
{Ecofa-t-Ffina) {Fcofa — EfinaY F ( Acof a — C ctf <« -t- D fm a ) 

{A~ BJinacofa ■ D{cof' a-fin^ a) -t-E(-Bfina-t-Cfin a-Dcofa)~^ 

En continuant le calcul on parviendra enfin à l’équation 


ou 


fuivante. 

[E‘F— D‘F + (B — C) DE]m«^i« 

M- [£' -xEF‘-*- D‘£-t-(B-x ^ -t- C) DF+ (-1- B) (B-C) E]tang^a 
•+■ [ F' - X F£* D‘£-t-(/<-x B -J-C) DE- (il-B) (/1-C) F] »<mg« 

-f- £ F‘ — D> £ 4- ( ^ — C ) DF= O. 

486. Cette équation étant du troifieme degré , 6c de- 
vant avoir deux racines réelles , puifqu’il y a néceflairement 


deux axes donc l’un donne le Maximum 6c l’autre le Mini- 


mum , fes trois racines font toutes réelles. Suppofons que 
l’on connoiffe déjà un axe par rapport auquel le moment d’i- 
nertie eft le plus grand ou le plus petit pofTible , 6c voyons 
immédiatement comment on peut alors déterminer les deux 
autres. Je dis immédiatement , car cela feroit difficile à dé- 
duire de l’équation précédente. 

Soit yi le centre de gravité du corps y /i B l’axe connu 
par rapport auquel le moment d’inertie eft un Maximum ou 
un Minimum. On fait que dans ce C2.%fxydM=o,y 6c 
que fxzdM=o. Ainfi faifant D = o,6c£ = o dans les 
formules trouvées ci-delTus . , . . 


E e e 


4^ 

A 
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{A-B) fi n mcofa- ' D caf* » 
F etj » - E fin n 
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long t 6s 


1 E eefn'htTfin » 

AcqJ' a-t-B fin^a-C-t-D fima 


lâtig 


çJ±:B)r,nacora ......... f ^Efin 


Fcof 


La première donne rang C = — — ftn » , ou cof « = o. Or 
la formule tang C = fin a. donneroit tang 26 = .. ... 

> valeur qui étant égalée à celle que nous 

avons déjà poyr tang 2 e conduiroic à l’équation ^ => 
yf — C, qui ne fait rien connoltre & qui eft fauiïe. 11 n’y 
a donc que la valeur cof a. = 0 qui puiffe fatisfaite ; donc 


AcoP a-i-tSJ.n^a- C' 


487* Puifque cof <t = O f les deux autres axes fe trou- 
vent dans le plan perpendiculaire 2 /I B. D’ailleurs l’équa- 
tion tang 2 f =» donnant deux valeurs de f , Tune C, 
l’autre po -H f , il s’enfuit que les deux autres axes font 
perpendiculaires entr’eux ; & par conféquent dam un corps 
quelconque il y a toujours trois axes perpendiculaires entr’eux , 
par rapport auxquels les moments d’inertie font des ISÎaxima 
ou des Minima. 

Ces axes îont l’ufage eft très-grand dans cette partie de 
la Dynamique , s’appellent les trois Axes principaux du corps* 
Nous les avons confidérés jufqu’ici entre tous ceux qui 
paCTent par le centre de gravité j mais comme rien dans 
notre calcul ne fuppofe que le point A foit le centre de 
gravité du corps , on doit conclure généralement que pat 
rapport à un peint quelconque du corps y il y a toujours trois axes 
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principaux > dont la propriété ejl de rendre les moments d'inertie 
Us plus grands ou les plus petits pojftbles ; & ces trois axes font 
perpendiculaires entr’eux. 

488 " Mais comme il eft plus ordinaire fie plus com- 
mode de confidérer les axes principaux par rapport au 
centre de gravité , foient /iCy AD ces trois axes. 
Puifqu’ils font perpendiculaires entr’eux , on pourra les 
regarder comme des diredirices parallèles aux coordonnées 
X ,y^z \ fie puifque d’un côté la propriété du centre de 
gravité donne /ixd M = o . , ,fyd M=o . . .fzd M = o y 
pendant que de l’autre côté on a , par la nature des axes 
principaux y f xy dM=o, ..fxzdM=o.,.fyzd Al = 0 , 
il eft évident que le calcul en fera beaucoup plus fimple. 

489 * Il eft vrai que fi on ne connoît aucun de ces 
axes, il faut, pour les déterimner , réfoudre une équation 
fort compliquée du troifieme degré : mais aufti pour peu 
que l’on en connoifle un feul , on déterminera facilement 
les deux autres , en prenant l’axe connu pour une des di- 
redirices ou pour la ligne des k , les deux autres directri- 
ces parallèles à ^ fie z étant prifes à volonté. Car en fup- 
pofant les intégrales fy^dM^B...fz*dM^C.... 
fyzdAIsszF, on aura l’angle ^ que fait l’un des deux au- 
tres axes principaux avec la diredtrice parallèle à ^ » par 
la formule tang 2 C == jz 7 c » ôc le moment d'inertie par 
rapport à un de ces axes fera A B fin* S -h C cop C — 
F fin 2 C. 

490. Des trois moments que donnent les trois axes princi- 

. Ee e ij . 


Digitized by Google 


Fig. 

,i8i. 


404 T R:A I T É 

paux ) l’un doit être un Maximum , l’autre un Minimum. Le 
troifieme , s’il n’eft point dgal à l’un des deux premiers , ne 
peut être ni un Maximum ni un Minimum abfolu. A cela près 
il aura les mêmes propriétés. 

Mais remarquons que fi deux des axes principaux pro- 
’duifent des moments égaux , les moments par rapport à 
tous les axes poflibles Hcués dans leur plan feront égaux 
entr’eux, puifqu’il ne peut yen avoir déplus grand ni de 
plus petit que ceux des axes principaux. Il en eft de mê- 
me , lorfque les trois axes principaux donnent les trois 
moments d’inertie égaux entr’eux. 

491 ‘Soient AB yÂC f A D les trois axes principaux 
du corps; foit AF\m axe quelconque paflant par le point 
A y dont la pofltion foit donnée par les angles EAE =«, 
EA F = Puifqu’alors D=o,£=o, F=o,le mo- 
ment d’inertie pat rapport à l’axe /F = A {fin^ » -K 
cof* a- fin' C ) -H B ( cof' » -+- fin* « fm* € ) *4- C cofi* C , comme 
on le déduit de la formule générale ( 48; ). 

Nommons Ma* y Mb* y Mc* les moments d’inertie pat 
rapport aux axes AB, AC y AD y nous aurons Ma* = 
B C , » r Mb* = A -4- C . . , Mc* = A -+■ B ; donc A = 

iM{b*~^c* — a*),..B=iM(a*-hc*^b').. .C = 

~ Af (^ï* - 4 - ^ f’) ; & par conféquent le moment d’inertie 

par rapport à l’axe quelconque A E = Ai {a* cof* a cof* C-4- 
C*fin* a. cof* C -f- c* fin* c ). Or il n’eft pas dilEcile de voir que 
cof FA B = cof a cof c . .. cof FA c = fin a col c . . . cof FA D 
==finC'y donc le moment d’inertie par rapport à l’axe AF 
fera exprimé tiès-ûmplement par la formule» 
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M{a' coJ*F/IE-^b^ cop F/^C-*-c\op FAD) 

Imaginons maintenant une fphère décrite autour du 
centre de gravité G , & fuppofons en A , B , C les pôles 
des axes principaux , enforte que AB ^ BC y AC foienc 
des quarts de cercle. Si on défigne par Ma^ , Mb* , Mc* 
les moments d’inertie par rapport aux axes G A yG B yG Cj 
on aura pour le moment d’inertie rapporté à un axe quel- 
conque GF y l’expreflion M {^a* cop A F b* cop BF -+~ 
c* coP CF). Appellant donc a. y Z, y les arcs AF, BF ,C F, 
la valeur de ce moment deviendra AI ( a* cop »-\-b* coP ^ -4- 
c* cop y ). Mais par la propriété de la fphère on a cof* * -f- 
cop C -+- cof* y = i ; ainfi quand on connoît les moments 
d’inertie par rapport aux axes principaux , il eft aifé de 
déterminer ces moments par rapport à tout autre axe. 
Quelques exemples vont achever d’éclaircir la théorie. 

Nous ne confidérerons ici les moments d’inertie que pat 
rapport aux axes qui pafTent par le centre de gravité. De 
plus nous fuppoferons que les corps font homogènes , c’eft- 
à-dire, que toutes leurs parties font d’une égale denlité , 
ahn de pouvoir repréfenter dans le calcul la maffe d’une 
ligne , d’une furface , ou d’un folide , par cette ligne , 
cette furface , ou ce folide même. 

Exemple I. 

491 .Soit AG A tm fil ou un levier extrêmement mince qui 
puifle être confidéré comme une ligne droite. Son centre de 
gravité étant à fonmiÉeu G ^ il eft clair que la ligne AG A 


Fig. 
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fera elle-même un des axes principaux , puifque le moment 
d’inertie par rapport zAGA eft nul, & par conféquent 
un Minimum. Les deux autres axes principaux feront des 
perpendiculaires quelconques G B. 

Cela pofé , fi on fait , G M = x , Mrn = dx , les dlé- 
mens M m , Al m pris de part & d’autre du point G don- 
nCTont, par rapport à l’axe GB ,le moment d’inertie zx'dx 
dont l’intégrale eft 7 x’ ; & fi la ligne entière eft défignée 
par 2fl, le moment d’inertie fera 7 a’ , oujA/a’, pat 
rapport à tout axe G B perpendiculaire z AG. 

Donc fi G f eft un axe oblique quelconque dont l’incli- 
naifon fur CA foit = ^ , on aura pour le moment d’inertie 
rapporté à cet axe la quantité ÿ M a* fin* q. Outre que cela 
eft évident , on peut le déduire de ce qui précédé , en ob- 
fervant que dans la formule générale M {a*coJ*»-h b'cûpC 
-f- c* cop > ) on a pour le cas préfent , <1 = o , ê* = = 

7 a’ , cof C= finq yy = po® ; car le troifieme axe G C eft 
fuppofé perpendiculaire au plan des deux axes AG y G B, 

Exemple II. 

493 * Soit B MA Km anneau circulaire infiniment mince ,• 
dont la maffe foit Af ; ( on pourra le confidérer comme 
une circonférence de cercle ). Un des axes principaux fera 
perpendiculaire en C au plan de ce cercle , les deux au- 
tres feront des diamètres quelconques B'CA. 

Par rapport au premier axe, le moment d’inertie fera 
A la* y a étant le rayon du cercle, & par rapport au dia- 
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mctre BCA ^ ce moment aura pour valeur fMm. A/P* ~ 
fa . A/P. P/> = ax l’aire ducercle = ’ra’. Quant à lacirconfé- 
rence par laquelle nous avons reprdfenté la malTe .1/, elle fera 
i wd ; ainfi le moment d’inertie par rapport à tout diamètre du 
cercle fera exprimé par qui fe réduit à 7 A/a* ; en- 

forte qu’il n’eft que la moitié du moment d’inertie pris pat 
rapport à l’axe principal perpendiculaire au plan du cercle. 

494 * En général, fi un corps A/ peut être confidéré 
comme une ligne ou comme une furface fituée dans un 
même plan, un des axes principaux fera perpendiculaire à 
ce plan , ôc les deux autres feront fitués dans ce plan. En 
effet pour qu’un axe foit du nombre des principaux , il faut 
qu’en prenant fur cet axe , à compter du centre de gravité , 
i’abfciffe x , & prenant les ordonnées perpendiculaires _y , 2 
pour un point quelconque , on ait fxydM=o..... 
f X Z d M = O. (48 j). Or dans ce cas x == o pour tous les 
points du corps ; donc ces intégrales fe réduifent à zéro j 
donc un des axes principaux c(l perpendiculaire au plan de 
la figure , & les deux autres font fitués néceffairement 
dans ce plan , puifqu’ils doivent être perpendiculaires au 
premier. 

Exemple III. 

49 5* Si on confidere maintenant la furface d’un cercle 
dont le rayon foit a , la maffe A/ fera wa*; tous les diamè- 
tres pourront fervir d’axes principaux ,& on aura fydM=a 
fz^d Al. Donc le moment d’inertie par rapport à l’axe {P) 
perpendiculaire au plan du cercle eft double du moment 
d’inertie par rapport à un diamètre quelconque. Or le mo- 
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ment de l’anneau circulaire décrit par l’élément M m par 
rapport à l’axe P , 2 ■’f » G M . Al m . G M' = 2 w z , en 
fuppofant G M = z\bi l’intégrale de cette derniere quantité 
eft — , qui fe change en — pour tout le cercle. Donc 

le moment d’inertie par rapport à l’axe (P) eft -j A/ <î* , j5c 
par rapport à un diamètre quelconque , il eft Ma’. 

Exemple IV. 

49^* Dans un folide de révolution quelconque, l’axe 
de figure eft un de» axes principaux , ôc les deux autres 
axes principaux font des diamètres quelconques de la feûion 
circulaire faite perpendiculairement à l’axe par le centre 
de gravité. Pour le prouver, il faut faire voir qu’en prenant 
fur l’axe G P rabfciffe G P = * , 6c dans le plan perpendicu- 
laire les deux coordonnées P y ^ .^M=*z,on aura 
f xy d M= O f X Z d M = O, 

Or dans une même feêlion , x étant confiante , on doit 
avoir fxydM=xfydM\iü puifque {y d M exprime la 
mafle de cette Seftion multipliée par la diftance de fon 
centre de gravité à la ligne perpendiculaire en P fur le 
plan G P Q, cette diftance étant zéro à caufe que le centre 
de gravité eft en P , il faut que pour chaque coupe per- 
pendiculaire à G P , on ait f xy d M = o\ 6c par confé-; 
quent dans toute l’étendue du folide , on aura /xy d M = o., 
f X Z d Al = O. Donc G P axe du folide eft un des axes 
principaux. 

Des deux autres feront fitués néceflairement dans la Sec- 
tion 
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tlon perpendiculaire à Taxe au point G ; ils feront donc 
des diamètres quelconques de cette fe£tion, puifqu’elle eft 
circulaire. Or les axes principaux étant ainli déterminés , 
il ne s’agit plus que de connoître les moments d’inertie par 
rapport à ces axes. 

Parla propriété du cercle onzd'abordfy* d M=fz* d Mi 
ainfi le moment par rapport à l’axe GP eft 2 fy* dM , & pat 
rapport à un diamètre quelconque de la fecUon circulaire 
faite par le point G, ce moment eft f x* d M-h fy* d M. 
Comme x eft conftante , lorfqu’il s’agit d’une même coupe 
Q Z d’une épaiffeur infiniment petite j 6c comme d’ail- 
leurs la mafte de cette coupe eft ît . Z . P* at , on aura 
fx' dM^f'Mx' dx .ZP\ 

Quoique cette formule paroiffe négative , quand x l’eft 
il ne faut pas fouftraire le moment d’inertie qui réfulte d’un 
côté du centre de gravité , de celui qui réfulte de l’autre 
côté ; mais il faut toujours les ajouter , parce que l’élé- 
ment d Af de la malTe eft toujours ajouté au refte du corps , 
6c qu’il doit par conféquent être toujours pofitif , ainfi 
que fx* dM. Au refte on éviteroit ce petit inconvénient t 
en comptant les abfciftes de l’extrémité de l’axe. 

‘ Si on appelle Y la furface de la coupe du folide, faite 
perpendiculairement au plan GPQ f à la diftance y de 
l’axe J on aura la valeur de Y en y par la nature du folide f 
6c l’expreflion f y* d M fera égale à fy* .Y d y. Enfin la 
maffe du folide étant M = f ^y* dx faudra multiplier les 
moments trouvés par 
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Exemple V. 


Fig. 
! 87» 


4 P 7. Lorfque le folide de révolution eft un cylindre , 
Z P eft confiante & = ^ , & la longueur du cylindre = 2 a. 
On a donc alors f x* d M = pour une 

moitié du cylindre, &/** d ^ . f a’ pour le cylindre 

entier. 

Quant à la Sedion T, elle ell dans ce cas un redangle 
dont la longueur eft 2 a, & dont la largeur eft a K — >*)• 
Donc f y' d M ^ J ^ a y d y {b* y ) — •• • • 
4 fl l^.b'fdy V (*‘ — / ) “ Cette inté- 

grale devant être prife entre les deux limites 7 = 0,7=^, 
on aura J dy j/" [_b* ou b* j pour le quart de cer- 

cle dont le rayon eft b ; ainfi l’intégrale fera a b*. Son 

double ^,ab* fera égal à fy* d M pris dans toute l’étendue 
du folide. D’ailleurs la mafle M = 2 a.it b* \ donc le mo- 
ment d’inertie pat rapport à l’axe même du cylindre fera 
,n ab^ = ^ Mb^ , 6c par rapport à l’un quelconque 


2 a. s-i 

des autres axes principaux , ce moment aura pour valeur 
^ fl’ -t-vîT —M (jfl’ -1-7 b*). Donc les 

moments par rapport à tous les axes qui paflent par le 
centre de gravité feront tous égaux , fi 7 fl fl 
ou fi 4 fl* = 3 b*. 

Exemple. VI. 


498. Si le folide eft une fphere , il eft évident que le», 
moments d'inertie rapportés à tous les axes qui pafient par 
le centre de gravité doivent être égaux ; ôt puifque le rayon 
étant appellé fl, on trouve cÿi&fx' dM-j-nx'dxi^a * — **)= 
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w — " ’y) > valeur de cette intégrale, 

en faifant x = a, l’expredlon 7^^- tt a*, dont le double -;V 
= f X* â M pris dans toute l’étendue du folide. Donc 
le moment d’inertie par rapport à un diamètre quelconque 
eft 2 /*• d A/= -V .^=7 M a\ 

ExempleVII. 


4 pp. Quand il s’agit d’une lentille A CED compofée 
de deux fegments égaux de fphere , ou produite pat la 
révolution de deux ajrcs égaux & femblables AC y AD 
autour de leur flèche C D , alors le centre de gravité eft 
en G milieu de CD ; & fi on fait DG = CG=ûyAG = 
BG = b y le rayon des deux arcs DC = c = IjLi* ^ on 
aura P Z* =» 2 c p — p* y àc x = a — p. 

Donc fx^dM — Ttf{a — p)' ^ P i^cp — p')=* 

-ipn-, 

fuppofant p = ûy (x. doublant l’intégrale on zuïifx*dM*= 
VI (ja*c—r^a*)^=i'rr (a*-^b*) — s=s ^ a* - 4 - 

On aura enfuite /"y* d M= ^vi fPZ*dp =jvrf{2Cp 


p*y dp= - fp* + ^ Subftituant p au lieu de 

<i , & doublant on trouvera que fy* d Ad = 711 — 

ac - 4 - y) = T5-*«’ (20 c’~ ly acH -5 = 

^ a* 10 b*). Or la mafle Al = fvrdp{2cp — /’*) = 
w (£•/>’—• -j ^’ ) i faifant donc p =s a doublant , on aura 

Fffij 


Fig. 

188. 
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JVf = 7 w ( «‘ -f- 3 ; & pat conféquent 






Ce qui donne enfin pour le moment d’inertie par rapport à 

4*+3a‘A*-»-ioA« 


l’axe principal CD, la quantité M . ~ ^ 

pour le moment d’inertie rapporté à l’un quelconque 
des deux autres axes B , la quantité f x* d M d M = 
, ,, 

Exemple VIII. 


500. S’il s’agit d’un parallélépipède , la recherche de 
fes axes principaux n’a pas de difficulté. Ce font trois li- 
gnes IGLf XGY y YGT menées pat le centre de gravité 
parallèlement aux trois côtés. Soient donc ces côtés ü =s 
7. a y A C =s. 3 . b y CH=2c,Sx.Xy y y aies trois co- 
ordonnées parallèles menées par le centre de gravité. 

Cela pofé y toutes les coupes faites perpendiculairement 
à G / étant s= 4 ^ c , on aura fx^dM — ^bcfx*dx = 
J faifant x = a y & doublant , ou fi l’on aime mieux 
prenant l’intégrale entre les limites x = -\- a y x — a f 
on trouvera que fx^ d M = — = -j Ma* y ( puifque 

M=^iabc). On trouvera de même quefy* d M =\ Mb* , 
& que f 'z* dM — -J Mc*; ainfi le moment d’inertie pat rap- 
port aux axes refpeclivement parallèles à AB, à AC y ôc 
à CH y fera 

; M{b*-i^c*) = -^M{AC* -^CH*) 

{a* -hc*) {AB* -i- BE*) 

^M {a* -+- b*)z=^M {AB* AC*), 
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Ces trois valeurs font toujours égales foit dans le cube , foie 
dans les autres corps réguliers. 

Remarque. 

La méthode qu’il faut fuivre pour déterminer dans tous 
les cas les axes principaux & les moments d’inertie , étant 
fufHfamment indiquée , nous terminerons cet Article par la 
diUribution des corps en pluHeurs clalTes. 

501. On peut diftribuer les corps en diverfes clalTes 
félon la nature de leurs axes principaux. Si ces axes font 
femblables, ou Q.les moments d’inertie par rapport à ces 
axes font égaux entr’eux , les corps qui ont cette pro- 
priété , appartiennent à la première ctajfe. Il y en a une in- 
finité , outre les cinq corps réguliers. On peut former de 
même la fécondé claffe , en y comprenant les corps qui ont 
deux de leurs axes principaux égaux entr’eux, ce qui en- 
traîne l’égalité des moments rapportés à ces axes. Tous les 
folides de révolution font dans ce cas , êc il y en a une 
foule d’autres. La troifieme clajfe fera formée de tous les 
corps dont les trois axes principaux font inégaux j ainli 
que les moments d’inenie pris par raport à ces axes. 
Outre que cette derniere claflc ell beaucoup plus nom- 
breufe que les deux premières, on eft obligé de réfoudre 
une équation fort compliquée du troifieme degré , pour 
déterminer les axes principaux des corps qui y font com- 
pris ; enforte qu’il n’ell prefque jamais poilible de détermi- 
miner leurs mouvements en général. 
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502 . Au refte j on peut confidércr les axes principaux 
par rapport à tout autre point que le centre de gravité ; & 
alors on aura de nouvelles divifions des corps , femblables 
aux précédentes. Mais un corps que l’on aura placé dans 
une certaine clade , eu égard à la nature des axes princi- 
paux qui palTent par Ton centre de gravité , pourra bien 
n être plus dans la même clafTe , quand il fera confidéré 
relativement aux axes principaux qui pa/Tent par quelqu’au- 
UC point. Par exemple , un corps de la première claHe re- 
lativement aux axes principaux du centre de gravité , ap- 
partiendra toujours à une clafTe différente relativement aux 
axes principaux de tout autre point. 

Article IV. 

Du Mouvement (£ ofcillation d'un corps pefant autour 
d'un Axe hori:^ntaL 

. 5 ® 3^* Soit A MB une coupe verticale du corps , faite 

par Le centre de gravité G perpendiculairement à l’axe de 
rotation , enforte que cet axe foit perpendiculaire en C au 
plan de la figure. Le corps efL fuppofé faire fès ofcillations 
au bout d’une verge inflexible 6c dénuée d’inertie , CA G. 

Si on repréfente par M la mafle du corps ^ 6c par g la 
gravité» on aura pour l’expreffion de la force accélé- 
ratrice qui agit en G fuivant la verticale G L , 6c le mo- 
ment de cette force par rapport à l’axe de rotation fera 
Mg . GHy cette ligne GH étant une perpendiculaire menée 
fur la verticale C H. 
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Faifant CjG = /, & l’angle GCH ^ on aura 
Al g fftnip pour exprimer le moment de la force accéléra-< 
trice. Donc fi w eft la vîtefle angulaire du corps autour 
de l’axe de rotation , on aura ( 48 1 ) gdt, quan- 

tité dans laquelle /"r* d A/ eft le moment d’inertie par rap- 
port à l’axe de rotation. 

Défignons par A/A* ce moment rapporté à un axe pa- 
rallèle qui pafieroit par le centre de gravité ; nous aurons 
/ r* dM== M A* -f-A//* (485 ). Donc d = j^^.gdt. 
Mais en fuppofant que le mouvement fe fait dans le fens 
CH, on a = — P ; donc ir d if' 

L’intégrale eft »>'’ = »*•+- ; & fi on fuppofe qu’à 

l’origine du mouvement la ligne CG étoit éloignée de la 
verticale , d’un angle C , on aura ? = C , lorfque ff' = o i 
donc en général {cof p — cof ff). 

504* Or un pendule fimple qui auroit été écarté de la 
verticale en même temps que le corps M , 6 c. du même atw 
gle € , s’il fe tiouvoit aâuellement à la diftance p de cette 
verticale avec la vitefic angulaire ^ fie fi fa longueur L 
étoit égale à ^ y * - , auroit également pour l’cxpreflion d» 

quarré de fa vîtefle angulaire {cof p — cof c ). 

Donc le pendule fimple dont la longueur L = y* fe meut 

précifément comme le corps M ; il fera fes ofcillations en 
même temps , ôc lui fera ifochrone. 

505. Si on conçoit fur la direÛion de CG un point 
pefant 0 à la diftance CO^L ce point fe mouvra 



Fie. 

l^i. 
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cçmme s’il étoît libre , c’eft-à-dire que les autres parties du 
corps ne troubleront pas fon mouvement, puifqu’alors CO 
eft égale à la longueur du pendule fimple qui fait fes vi- 
brations en même temps que le corps. 

Donc le corps fe meut comme fi toute fa malTe étoit 
concentrée en 0 ; car alors le point 0 auroit toujours le’ 
même mouvement , & les autres parties fuivroient fans ré- 
nilance le mouvement de ce point , que l’on appelle U 
centre d' ofcillation du corps. 

506. Il fuit délà que lorfqu’un corps eft obligé de fe 
mouvoir autour d’un axe fixe , fa maffe n’eft plus cenfée 
réunie au centre de gravité, mais au centre d’ofcillation 
qui fe meut comme fi toute la mafte du corps y étoit 
concentrée. 

Donc aulli le plus grand effet que puiffe produire fur un 
corps étranger le choc d’un mobile qui tourne autour d’un 
axe fixe , doit avoir lieu quand le coup eft donné vers le 
centre d’ofcillation du choquant , ou du moins à même dif> 
tance de l’axe que ce centre, .C’eft pourquoi le centre d’of- 
cillation s’appelle aufli centre de percujfon. 

507* Mais pour éclaircir & confirmer en même temps 
cette vérité , il eft à propos de démontrer que quand un 
corps tourne autour d’un axe fixe , la réfultante des forces 
dont chaque particule eft animée paffe par le centre d’ofcil- 
lation, ou du moins à même diftance de l’axe que ce 
centre. 

Soit ACP l’axe de rotation, G le centre de gravité, 

dM 
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W Af une particule quelconque du corps ficuée en M, du point 
JW menons MQ_ perpendiculaire furie plan GCP 6c du point Q 
la perpendiculaire Ç P fur C P. Si on défigne par w la viteiTe 
angulaire du corps , on aura if' . P M pour l’expreflion de la 
vîtelTe de l’élément d M fuivant Mm perpendiculaire à MPy 
6c if ' . PM. d JW pour l’expreflion de la force de cet élément. 
Il en réfultera fuivant QM la force if' ,QP ,d M, ôc parallè- 
lement à ÇPla force if' . . D M\ ces dernieres for- 

ces fe détruiront mutuellement) puifque /Q M.dM=o. 
Cependant comme leur réfultante zéro agit à une didance 
infinie , le moment qui en proviendra par rapport à l’axe 
AP fera fini, 6c il aura pour valeur if' .fQM' . dM. 

La réfultante des forces fuivant Q M fera perpendicu- 
laire au plan AGCy Sx. fa valeur fera w ,fQ_P* dM=^ 
if'.M.CGf que nous appellerons R. Son moment par 
rapport à l’axe fera if' ,/QP* .dM, Sx fa diftance à cet 

fOP'.dM 

Mais au lieu de forces parallèles à Q P , qui quoique leur 
réfultante foit nulle, produifent le moment fQ_ M* . d AT, 
on peut fubftituer la force R agilTant à la difiance de l’axe , 

■ ' OU . Donc au lieu de toutes les forces 

doQC chaque particule eft animée on peut fubdituer la 
force R réfultante des forces fuivant ^MySx dont la va- 
leur w . M . C G à la diftancc de l’axe A - -+- 

*1”^ réfulte de celle» 

qui animent chaque patticule du fyftême , paffe à même 
difiance de l’axe que le centre d’ofcillation. C’eft donc à 
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cette diftance de l’axe que la percuflion fur un corps étran- 
ger fera la plus forte. 

' 5® 8* D après ce que l’on vient de voir, il eft clair que 
pour déterminer le mouvement d’ofcillation d un corps 
quelconque de volume fini , autour d’un axe horizontal ^ 
on. n’a qu’à bien connoître la diftance du centre d’ofcilla- 
tion au point fixe , ou ce qui revient au même , la lon- 
gueur du pendule fimple ifochrone. 

Or fi r exprime la diftance d’une particule quelconque 
dM du corps à l’axe de rotation , ôc fi fr* dM le mo- 
ment d’inertie par rapport à cet axe , & / la diftance CG 
du centre de gravité à l’axe , on aura la diftance du centre 
d’ofcillation L Pat conféquent /a diftance du centre 

d'ofcillation à taxe eft égale au moment d'inertie par rapport à 
cet axe , divifi par le produit de ta majfe du corps multipliée 
par la diftance de fon centre de gravité au même axe. 

Si M A* exprimoit le moment d’inertie pat rapport à 
Taxe parallèle qui palTe par le centre de gravité , on auroit 
frdM=Mh‘^^Mf* j donc la diftance du centre d’ofcil- 
lation , L=-~^ =/-+- J. Donc ce centre eft tou- 
jours plus éloigné de Taxe que le centre de gravité , de la 
quantité pofitive G 0 — y. Ainfi par ce qui a été dit ci- 
deftus fut les moments d’inertie , U fera facile de déterminer 
Us centres d’ofcillation. • ■ 

Exemple I. 

Fig. s ^ 9 ' Quand on fait des expériences fur les pendules > 
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on emploie ordinairement un globe ^ MB fufpendu à un 
fil de métal très-mince. Négligeant donc la maffe de ce 
fil , de appellant ù le rayon du globe ,/la diftance du point de 
fufpenfion au centre du globe, on aura (498) A* =* 
J A*. Donc la diftance du centre d’ofcillation à l’axe , ou CO 
-=/+f.^l,ôcfi les ofcillations font très-petites , la du- 

J 1. H 

rée de chacune fera w 

Lorfque /= o & lorfque /= 00 , le pendule fimple ifo- 
chrone devient infiniment long ; ainfi entre ces deux limites 
il doit y avoir un Minimum pour la diftance CO; & ce 
Minimum doit avoir lieu lorfque fz=xbV\. Alors les of- 
cillations feront les plus promptes qu’il foit poflible , & fi 
on les fuppofe très-petites , la durée de chacune aura pour 
expreflion » V'" 

510. Pour que le pendule batte les fécondés , il faut 
en général que w ^ = i , ou ce qui eft la même 

chofe il faut que/* | ^ ; donc/ = ± 

^ “ 7 ^ conféquent il y a toujours deux 

maniérés de fufpendre un globe , pour qu’il faffe une of- 
cillation par fécondé. 

Si le rayon b du globe eft petit , il faut que la diftance 
du centre du globe au point.de fufpenfioR foit exprimée 
par Tune ou l’autre de ces valeurs , ^ — j A’ . 6 c f A*, 
Mais dans ce dernier cas on voit que le point de fulpenfion 
feroit en dedans du globe , 6c même très-près du centre , 
Aufli n’eraploie-t-on jamais que l’autre valeur — 

V (,$-!*• ). Gggij 
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5 1 1 . Les deux valeurs de f feroient égales en général } 
fl on avoir = j , ou b= Donc puifque L re- 

préfente la longueur du pendule Hmple à fécondés, la- 
quelle eft de 440' , j7 U faudroit que le rayon du globe 
fût de 348', 3 ou de af*. y**", o', 3. Alors rintervalle CG 
entre le centre 6c le point de fufpenfion feroit , ou la 
moitié du pendule fimple* qui bat les fécondés , c’eft-à- 
dire i*". 4“ y. Si on mene C F perpendiculaire \ AG ^ 

on verra facilement que l’arc AF z pour cofinus ^ ou 
V f . Cet arc eft donc de yo® 46'. Or le diamètre du globe 
6c le point de fufpenfion C étant ainft déterminés , les ofcil- 
lacions de ce globe fe feront dans une fécondé. . 

Si le globe eft fuppofé ofcillet autour du point A , on 
aura /=^;donc la longueur du pendule fimple ifochrone 
eft f i ; ôc fl on veut que ce globe batte les fécondes , il 
faudra prendre fon rayon b=^ . 440', yy c=i 2>^. 2 1*”. 2' f. 

Exemple IL 

t 

y I 2 . Confidérons maintenant un pendule compofé de 
deux poids A B , que nous fuppioferons fphériques , 6c 
attachés à une verge inflexible 6c fans maffe CAB : ap- 
pelions a 6c f les rayons de ces globes , « 6c é les diftances 
de leurs centres au point de fufpenfion C. La diftance du 
.centre d’ofcillation , ou la longueur du pendule Iknple ifo- 
chronc fera 

jia-hBb 

Cela pofé , on peut demander quelle eft la diftance a où 
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il faut placer le petit poids A , pour que les ofcillations 
foient les plus promptes que l’on puHTe attendre de ce 
pendule. Mais comme alors le pendule ifochrone CO doit 
être un Minimum , il faut différentier fa valeur , en faifant 
varier â , ce qui donnera 

(fl’ -+- i <t* ) -t- B ( -+-f C’ ) = a a* -h B a ^ 
ou fl’ -+- ^ <7 = f «* -t- ^ ( i’ -H f ^’ ) } d’où on tire 

£c la longueur du pendule fimple ifochrone fe trouvera 
= a fl. On voit bien au relie que de ces deux valeurs de a ^ il 
n’y a que la pofitive qui puifle fatisfaire. 

Si les deux globes font homogènes, on aura j = — , & 

par conféquent fl = — ■+* 

^ A*] ; 6c dans le cas où les rayons des globes feront très- 
petits en comparaifon de CB, op aura à très-peu près la 
valeur de a = — j b-^b ( j "+■ 

513* S’il y avoir trois globes , B , C dont les rayons 
fuflent «, C, y y ôc dont les dillances au point de fufpen- 
fion à compter du centre fulTcnt a , b y r , alors la diflance 
du centre d’ofcillation fcroit 

A û “+“ B b -+- Ce ^ 

6c ainfi de fuite quelque foit le nombre de corps. 

E X E M P L £ III. ' 

514* Un globe A MK fufpendu à la verge cylindrique 
FA étant mobile autour de l’axe horizontal DCF y on dé- 


Fio. 

»P5. 
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terminera fon centre d’oicillatlon 0 , de la maniéré fui* 

vante. 

Soit A le poids du globe y B celui du cylindre , a le 
rayon du globe , 2 è la longueur TA de la verge de fuf- 
penfion , 2 a fon diamètre , / la diftance CA , G & C? les 
centres de gravité & d’ofcillatlon du fyftême. Comme le 
centre de gravité du cylindre eft en I milieu de TA , on 
aura d’abord 


( A "4- B)CG = A , CB -4 " B ,C I = A (/*4” <*) B (/—“ ^). 
On aura enfuite pour le moment d’inertie du globe par 
rapport à l’axe DCE y la quantité A {f a)* \ A a*. 

Puis on trouvera que le moment d’inertie de la verge par 
rapport à un axe horizontal qui palTe par le centre de 
gravité 1 eft ( 4^7 ) = 5 ( | 7 c’) , fit que par rapport 

à l’axe DCE ce moment eft = fl — ^)*3» 

donc la diftance du centrç d’ofcillation 

515* Pour que ce pendule batte les fécondés , il 
faudra que C 0 s= ^ , & pour cela il faudra déterminer 
"d’après cette condition l’une des quantités qui fe trouvent 
dans fa valeur , ce que l’on pourra toujours faire par la 
réfolution d’une équation du fécond degré. 

Quand l’axe de rotation fe trouve au haut de la verge; 
on a /= 2 ^ , ce qui change la valeur précédente de C O, 
en celle-ci. 



A(_ xb -t-ai-hBb 
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Enforte , par exemple , que fi on fuppofe = i j* , B = 
a°"c — , CA = i b — Ÿ' rayon du globe æ = = 

-jP', 6c le diamètre ar de FA allez petit en comparaifon de 
fa longueur, pour qu’on puifie négliger 7 c* , on aura CO t=s 
3P', 2J28 ; 6c fi on négligoit la malle de la verge FA ^ on 
auroit CO = 3, 2377; ainfi l’erreur feroit de 0, 0045^*, ou 
de ~ de ligne à peu-près. 

Exemple IV. 

5 I 5 . Suppofons que le pendule dont il faut déterminer 
le centre d’ofcillation foit compofé d’une lentille BGDF 
fufpendue à une verge A B de figure parallélépipède , 
comme cela eft ordinairement. ( Nous ne repréfentoçs ici 
que la coupe perpendiculaire au plan dans lequel ofcille le 
pendule ). 

Soit 2 a l’épailTeur FG de la lentille , 2 ^ fa longueur BD 
ou le diamètre de fon grand cercle , 2/ la longueur de U 
verge A B largeur îA, » fon épaiflêur , c la diftance CB^ 
L le poids de la lentille , P celui de la verge. 

Cela pofé , le centre de gravité du pendule étant dans 
un point G, 6c celui de la verge dans un point /, on aura 
d’abord 

( L -t- P ) G C = L . £ C H- P . C / = L ( A H- f ) -h P ( f —y) . 
On aura enfuite ( 4pp ) pour le moment d’inertie de la len- 
tille pat rappon à l’axe i'G , la quantité 

Y 7a* -t- if toi* ■ ’ 


Fig. 
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& par rapport à Taxe horizontal T(? A', ce moment fera 




fa* ijd* i*- -(- lo A* 
ÜM-jA* 


L {b-\rcy. 


Quant au moment de la verge AB rapporté à un axe hori- 
zontal qui paiTeroit par le centre de gravité /, on aura 
( 500) pour fon expreflion ^ P {4/* -+-»’),& en le rap- 
portant à l’axe TC y y on trouvera ■— P ( 4/’ 

P (c — /)’. Donc la diftance CO du centre d ofcillation , 
ou la longueur du pendule (impie ifochrone fera 

^ L ( 7 a<-H tfl*A»+ioA«) : (g» -|-;A^) -t- 1 (A-t-Q^-h ( 4 /" +■») -4-P (c-/)» 

• L (A -t- f ) 4- P (t — /) 


quantité qu’il faudra égaler à ^ > (i on veut que le pendule 
batte les fécondés. 


Remarque. 


J 1 7 * Huyghens fut le premier qui rechercha avec 
fuccès y & qui détermina par une méthode direfle les 
centres d’ofcillation des plans & des folides ( Horol. Ofcil. 
Part. 4. Prop. xxi & xxii). On fait à quel point ce grand 
homme polTédoit le talent de ramener aux chofes utiles 
les théories les plus élevées , & combien toutes les par- 
ties des Mathématiques lui font redevables. Les Arts ne lui 
doivent pas moins , celui de l’Horlogerie fur-tout. Après 
avoir fait en ce genre des découvertes immortelles , il eut 
l’idée de les appliquer à la recherche d’une mefure inva- 
riable y & bientôt il déduilit de la longueur du pendule 
ifochrone y l’exiftence de cette mefure. Voici quel fut 
fon raifonnement. 

Si 
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Si une pendule à fécondé eft une fois bien rdglée fur le 
temps moyen par des obfervations d’étoiles ( ou par telle 
autre obfervation propre à cela ) , rien n’eft plus aifé que 
de fe procurer un pendule fimple qui faffe fes ofcillations 
en même temps. Il fuffit d’alonger ou d’accourcir le fil 
auquel il eft fufpendu , de maniéré à faire coïncider bien 
exactement pendant un quart d’heure ou une demi-heure 
tout au plus les ofcillations des deux pendules. Quand on 
eft parvenu à cette précifion , il n’y a plus qu’à mefuret 
avec foin la diftance du point de fufpenfion au centre d’of- 
cillation dans le pendule fimple ; car alors cette diftance 
étant pjmagée en trois parties égales y chacune de ces par- 
ties pourra tenir lieu de mefure invariable 6c univerfelle. 
(Huyghens l'appelle le Pied Horaire). 

On voit bien en effet que tant que la force de la gravité 
fera la même dans un même lieu , jamais la longueur du 
pendule fimple ne variera. Les liécles à venir pourront 
donc vérifier 6c retrouver les mefures aêtuelles , en les 
comparant à cette longueur , au cas que par le laps du 
temps elles s’altèrent ou fe perdent. Il fuffira , par exem- 
ple, que la poftérité fâche que le pendule à fécondés étoit 
à Paris de 3 pieds 8 lignes 7— , pour en conclure que le 
rapport du pied de Roi au pied horaire eft celui de 432 
3 44°>J7* Si les anciens peuples avoient ainfi fixé leurs 
mefures , on ne difputeroit pas tant fur la longueur de 
celles des Hébreux , des Egyptiens ^ des Grecs 6c des 
Romains. , ... 


Hhh 


Fie. 

i91. 
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Article V. 

Du double mouvement que peut prendre un cor pi 

libre frappé Juivant une direüion qui ne pajfe 
pas par fon centre de gravité. 

5 l 8 *SoiTAfun corps quelconque ; foie G fon cen- 
tre de gravité ; on demande quel fera le mouvement de ce 
corps n une puilTance quelconque ^4 le follidce fuivant une 
direclion qui ne paffe point par fon centre de gravité ? 

On a déjà vu que le centre doit fe mouvoir comme fi 
la force motrice lui étoit immédiatement appliquée fuivant 
une direéUon parallèle G£; il prendra donc fuivant cette 
ligne la vîteffe On a vu aulli que pendant le mouve- 
ment progrelfif du centre de gravité , les autres parties dé- 
voient ) en vertu de la puifiance motrice y tourner autour 
de ce centre comme s’il étoit fixe. Suppofons donc que le 
mouvement de rotation fe fait autour d’un axe perpendi- 
culaire en G au plan de la figure , & appelions w la 
vîteffe angulaire que prendra le corps autour de cet axe , f 
la perpendiculaire G f , A f \t moment de la puiffance 
motrice pat rapport à Taxe de rotation, MK.' le moment 
d’inertie par rapport au même axe ; on aura v' — , 

pour l'exprefilon de la vîteffe de rotation initiale. Mais cette 
vîteffe 6 c l’axe de rotation lèront-ils les mêmes dans les 
infiants fuivants f 

519* Pour réfoudre ce problème , il faut chercher en 
général quels font dans un corps quelconque les axes 
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autour defquels ce corps mis une fois en mouvement , doit 
continuer de fe mouvoir uniformément autour du même axe. 

Soit y} P l’axe cherché , G le centre de gravité du Frcw 
corps, Mj^ une perpendiculaire fur le plan GAP , me- ***’ 
née du point M où fe trouve l’élément dM àu corps 
foient GAf ^P des perpendiculaires menées des points 
G & Q fur l’axe A P. Nommons AP, *; PQ_,y\ Q_M,z\ 
la vîteffe angulaire du corps autour de Taxe AP , iv & 
on aura w . PM pour Texpreflion de la vîteffe de rotation de 
l’élément dM. La force centrifuge de ce même élément 

ll'x pitf» 

fuivant P M fera exprimée ( 407 ) par ' d M => 

ïf'* . P M ,d M. 

Cette force fe décompofe en deux, l’une fuivant QM= 
w* . zd M , l’autre parallèlement à P Q = .ydM.J-A 
réfultante de toutes les forces * . 2 d JVf doit être zéro ^ 
puifque f zdM=o. La réfultante des forces iv* . ydM 
fera .M.GA. Mais il faut que l’axe AP foit tel que 
les forces centrifuges fe faffent mutuellement équilibre , ôq 
qu’elles ne puiffcnt rien changer ni à la vîteffe angulaire , 
ni à l’axe "môme. 11 faut donc que la réfultante IP'* . M . 

GA foit zéro , & par conféquent que l’axe de rotation 
paffe par le centre de gravité. 

520. Il faut encore quelque autre chofe ; car les forces 
yt' fzd M , f y d M quoique agiffant à des diftances 

infinies produlroient des moments finis . . . 

jzdM 7 jydki « 

w* f xzdM, w*fxydM capables de faire varier l’axe de 

H hhij 
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rotation & la vîtefle angulaire. Il faut donc de plus que 
l’on ait f xy d M= o ^ jxzdM=o, pour que l’effet des 
forces centrifuges foit détruit. Or les formules fxyd M=Of 
f xz d M = O n’ont lieu que lorfque P eft un des axes 
principaux. On peut donc conclure'généralement que dans 
un corps libre quelconque , les axes principaux font les feuls au^ 
tour defquels un mouvement de rotation primitivement imprimé 
fe perpétue uniformément. 

Et par conféquent la folution du problème fuppofe que 
l’axe perpendiculaire en G au plan de la figure eft un des 
axes principaux. 

Remarque. 

J 2 I . Dans un mouvement tel que celui dont il s’agit 
ici , le centre de gravité G étant mû uniformément fuivant 
la ligne GE ^ & les autres parties tournant en môme temps 
autour. du point G dans le fens fC L , il doit néceffaire- 
ment y avoir fur la droite f G K perpendiculaire à G £ un 
point C dont la vîteffe de rotation perpendiculaire à GG 
foit égale à la vîteffe du centre de gravité , & qui refte pat 
conféquent en repos pendant un inftant. Ce point eft ce 
que M, Bernoulli appelle le Centre fpontané de rotation. 

Pour déterminer ce point , remontons aux formules déjà 
trouvées; ^exprime la vîteffe du centre de gravité com- 
mune à toutes les particules , eft l’expreffion de la vî- 
teffe angi laire du corps , ainfi CG repréfentc la vîteffe 
de rotation du point C. On aura donc . CG = — , & 


Digitized by 



DE MfiCHANIQUE. 42P 

par confcquent CG — y. D’où il fuit que le centre. fpaniaué 
de rotation nejl autre chofe que le centre d’ofcillation du corps tiur- 
nant autour de l'axe perpendiculaire en F au plan de la fgure. Il 
fe déterminera donc par les mêmes principes. 

Problème I. 

522. Un corps m étant mû fuivant la droite IK avec 
la vîtelTe A' rencontre le corps A/ perpendiculairement à 
la furface de celui-ci , mais fuivant une direélion qui ne 
paflTe pas par fon centre de gravité G : on demande quel 
fera après le choc le mouvement de ces deux corps , Al 
étant fuppofé libre & en repos. 

Soit V la vîtefle du corps m après le choc , enforte que 
w (A' — v) exprime la quantité de mouvement' qu’il com- 
munique au corps M fuivant IK. On fait que le centre de 
gravité G doit fe mouvoir comme fi cette force lui étoit 
immédiatement appliquée fuivant une direction parallèle GE ; 

il aura donc fuivant G £ la vîtefle 

On fait d’ailleurs que les autres parties du corps tourne- 
lont autour de G avec la vîtefle angulaire iv = 
en appellant f la perpendiculaire G /C fur 1 K y & en défi- 
gnant par MK.' le moment d’inertie par rapport à l’axe 
perpendiculaire en G au plan delà figure, axe autour du- 
quel le corps eft cenfé tourner. 

Il faut maintenant que la vîtefle du point de contact I 
du corps A'I , eftimée fuivant 1 K foit égale à la vîtefle v 
qui relie au corps m , afin que ces deux vîtefles ne fe 


F)c. 

ÎCO. 
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nuifent pas mutuellement. Or en vertu du mouvement de 
rotation autour de G , la vîteffe du point J perpendiculai- 
rement à GI efi (ri ; d’où réfulte fuivanc IK 

la vîtefle — ^ cette vîteflTe ajoutée à la vîteffe 

progreffive du centre de gravité, doit être égale 

à V. Ainfi on aura l’équation 


MK"- 


ro(K — t/ ) 
M 


— V qui donne v — 


y ( mf'- m K' ) 

Ai a' -t- re A"' + «/ ** 


Donc la vîteffe du centre de gravité fuivant G E ,=s. - 
= rrr , & la vîteffc dc rotation autour de 

Taxe G eft w' = T7irr~T7 k > ce qui réfout le ptoblê- 

me propofé. 

Si la diftance f étoit zéro , on auroit v = , celle 

du centre de gravité feroit = v , 6 c la vîteffe de ror 

tation IV = O. En effet le choc étant alors direâ , on dé- 
termineroit le mouvement par les loix déjà connues. 

Problème II. 


523» Deux corps durs 6 c fphériques j 4 , a fufpendu* 
aux points fixes C, c par les verges inflexibles , ca , 
fe rencontrent avec des vîteffes angulaires y v \ quel fera 
leur mouvement après le choc ? 

Soient y , v' les vîteffes angulaires qu’ils auront après le 
choc ; il faudra par le principe général que les vîteffes P" 6 c 
v' ne fe nuifent pas mutuellement , 6 c que les corps , <s 
animés des vîteffes angulaires — A", v — vf fe faffenc 
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équilibre. Menons CB = Fycb=sf perpendiculairement fur 
la ligne A a qui pafle par les centres & par le point de con- 
taâ. La première condition [exige que les vîteffes des 
points B y b foienc égales } on aura donc l’équation 

En fécond lieu chaque particule dM du corps A fituée à 
la diüance r de l’axe C étant animée de la vîteflc ( F ' — r 

qu’elle a perdue , il en réfulte par rapport à cet axe , le mo- 
ment — y ) r' d M \ donc la fomme des moments eft 
(A' — A^') f r* dM ou {A^ —~A^') A K* , en appellanc A K\ 
le moment d’inertie du corps A par rapport à l’axe C. 

Le corps A animé de la vîtefle angulaire — A^' équi- 
vaut donc à une force ^ qui agiroit en B dans 

la dircûion de A B : pareillement le corps a animé de la 
vîtefle angulaire v — v' équivaut à une force 
qui agiroit en b dans la direéHon de AB. II faut donc pat 
la leconde condition que 1 j = o. 

Or cette équation jointe à celle que l'on a déjà trouvée, 
y F = v' f y fera connoître les vîtefles angulaires A^'y v' y 
dont les valeurs font ' 


fiAK^yf-halt^vF) ,, F(AK'yf-hak'vF) 

'524* Nous avons fuppofé les corps durs ; mais s’ils 
Vîtoient parfaitement élalHques , les formules du mouve- 
ment auroient befoin des modifications que l’éiaflicité exige. 
Car alors cette force reftituant en feus contraire au 
corps A la vîtefle A^ — A''* qu’il auroit perdue par la coni- 


• « 
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preflîon , il ne lui refteroit plus que la vîtcfle 2 V — V. 

De même le corps a ayant gagné dans la comprelTion la 
vjtefle v' — X» , il en gagneroic autant par fon élafticité , 
enforte qu’après le choc fa vitefle feroit 2 v ' — v. Subfti- 
tuant donc à V Sjlzv' les valeurs que l’on vient de trou- 
ver , on auroit pour la vîteffe angulaire du corps A la 
quantité 

A K' Vp -i- 1. a k' V F/— a A* V F* 

A A* y * -H a *»T*~ f 

6c pour la vîteffe angulaire du corps a , la quantité 


Avant le choc une particule d M du corps A fituée à la 
diftance r de l’axe de rotation avoit la vîteffe r ^ & la 
force vive r* V* àM ; donc la force vive du corps A étoic 
fr* dM ou k* . AK* , & la fomme des forces vives 
des deux corps A ^ a étoit / * .AK* -k- v*. à k*. Cette 
fomme eft devenue par le choc^fC* ( 2 f '' — A')* -\-ak\ 
{2v'—vyyouy*.AK'-k-v*.ak'-k-^AK*y' {y —y) 
- 4 - 4 a (i»' — v). Or il eft aifé de voir que les deux 
derniers termes fe réduifent à zéro ; car les deux équations 


y' {y~y) AK* -k-v' [v' — v)ak*=o. Donc /a fomme 
des forces vives eft la même avant & après le choc , quand 
les deux corps font parfaitement élaftiques. 


a (v' — v) 

T 


= O donnent 
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APPROBATION. 

J’a I lu pir ordre de Monfeigneur le Chancelier un Ouvrage qui 
a pour titre; Traité de Méchanijut par M. l’Abbé Marie, ProfelTeur 
de Mathématiques, & il m’a paru que cette produéiion écrite avec foin , 
& compofée avec fagellê , écoit bien digne de l’attention & de l’efUme 
publiques. A Paris le 22 Avril 1774. 

L'Abbé DE LA CHAPELLE. 


PRIVILEGE DU ROI. 

T J ouïs , par la grâce de Dieu , Roi de France & de Navarre, d nos amés Si 
féaux Confeillers , les Gens tenant nos Cours de Parlement , Maitres des Re- 
quêtes ordimires de notre HAiel, Geand-Confeil , Prévôt de Paris , Baillifs, Séné» 
chaux, leurs Lieutenants Gvils, & autres nos jufiieiers qu'il appartiendra: Salut, 
Notre amée la veuve Desaint , Libraire, Nous a fait expolêr qu’elle defireroit faire 
imprimer & donner au Public, an Traité dt Méchaniqtit, farM.VAbbéMAKlB, 
s’il Nous plakbit lui accorder no« Lettres de Privilège pour ce néceffaires. A ces 
CAUSES , voulant favorablement traiter l’Expofante , Nous lui avons permis Sc 
permettons par cet Prélêntes , de faire imprimer ledit Ouvrage autant de fois 
que bon lui femblera , & de le vendre , faire vendre & débiter par-tout notre 
Royaume , pendant le temps de lîx années conlêcutivet , d compter du jour de 
la date des Prélëntet. Faifont défenfet à tout Imprimeurs , Libraires & autres 
perfonnes de quelque qualité & condition qu’elles foient , d’en introduire d’im- 
preflion étrangère dans aucun lieu de notre obéilTance; comme auflï d’impri- 
mer , ou faire imprimer , vendre , faire vendre , débiter , ni contrefaire ledit 
Ouvrage , ni d’en faire aucun Extrait , fout quelque prétexte que ce pnilTe 
être , fans la permiflion exprelTe & par écrie de ladite Ëxpofânte , ou de ceux 
qui auront droit d’elle; d peine de confifeation des Exemplaires contrefaits, de 
trois mille livres d'amende contre chacun des Contrevenants , dont un tiers d 
Nous , un tiers d l’Hôtel -Dieu de Paris , & l’autre tiers d ladite Expofâme , on 
d celui qui aura droit d’elle , & de tous dépens , dommages Si intérêts : A la 
charge que cet Préfentes feront enregiftrées tout au long fur le Regiftre de la 
Communauté des Imprimeurs & Libraires de Paris , dans trois mois de la date 
d’icelles; que PimpreflioD dudit Ouvrage fera faite dans notre Royaume Si 
non ailleurs, en beau papier Rc beaux caraâeres, conformément aux Régle- 
ments de la Librairie , Si notamment d celui du dix Avril mil fëpt cent vingt- 
cinq , d peine de déchéance du ptéfënt Privilège ; qu’avant de l’expofer en 
vente, le manuferit qui aura fêrvi de copie a l’impreflion dudit Ouvrage, 
fera remis dans le même état où l’Approbation y aura été donnée , hs mains de 
notre très -cher & féal Chevalier, Chancelier, Garde des Sceaux de France, 
ta CeM bb Rauebou; qu’il en fera enfûtte remis deux Exemplaires dans 
notre BiblioihéMe publique , n» dans celle de notre Châieati do Ixmvre , & 
uirdans celle- dadh fieur ut Maufbou ; le tout d peine de nullité dis 
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PrélêntH. Du contenu de(^ell«t voui mindoni fie enjoignont de faire jouir 
ladite Expofânee fie fei ayant caufe , pleinement fie paifîblrment , lins tôuflfrir 
qu'il leur foit fait aucun trouble ou empêchement. Voulons que la copie des 
Préfentet 1 qui fera imprimée tout au long au commencement ou i la fin dudit 
Outrrage , fbic tenue pour duement lignifiée ; fie qu’aux copies collationnées 
par l'un de nos amés fie féaux Confêiriers Secrétaires , foi (bit ajoutée com- 
me i l’orieinal : Commandons au premier notre Huiffier ou Sergent (iir ce re- 

3 uis , de &'re pour l’exécution d’icelles , tout aâet requit fie nécelTaires , (àni 
emander autre permiflion , & nonobftant Clameur de Haro , Charte Nor- 
mande , fie Lettres i ce contraires. Caa tel eft notre plaifir. Douai d Parie, 
le ving-quatrieme jour du mois de Mars l’an de grâce mil lëpt cent (bixante- 
ueize. ic de notre règne le cinquante-buitieme. Par le Roi en fon Confeil. 

Stgu/ f LE BEGUE. 

Rtgijhi fur le Rtpfirt XJ X. de U Cktmbre Rayale & Syndicale der Librairet 
(ÿ- Imprimeur/ de Yarit , aamdro tsii, folie yt. cenfermimen/ au Réglement de 
lyt). A tarit ce < Avril 177}-. 


C* A. JOMBERTpere, Syndic. 


Imprimé pour la première fois eu Mai 1774. 


De rimprimerie de L. F. DELATOUR. 1774. 
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